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1 Einleitung

In dieser Dissertation sollen Themen aus der Berechenbarkeitstheorie betrachtet
werden. Wir mdéchten unstetige Funktionen oder Mengen von unstetigen Funk-
tionen miteinander vergleichen, einige von ihnen bekannt aus dem Gebiet der
Analysis. Die Betrachtungen sind vor allem motiviert durch das Buch ,,Compu-
tability” von Klaus Weihrauch und die Diplomarbeit von Thorsten von Stein mit
dem Titel ,Vergleich nicht konstruktiv losbarer Probleme in der Analysis”. Der
erste Teil basiert auf dem Bericht ,,The TTE-Interpretation of Three Hierarchies
of Omniscience Principles” von Klaus Weihrauch.

Die Funktionen, die wir betrachten, sind Typ-II-Funktionen. Das bedeutet,
ihr Definitionsbereich hat die Mé&chtigkeit des Kontinuums. Die Argumente die-
ser Funktionen lassen sich deshalb nicht mehr durch eine Nummerierung mit
natiirlichen Zahlen oder einer Notation mit Worten endlicher Linge benennen.
Die Argumente koénnen nur noch durch Darstellungen unendlicher Lénge re-
présentiert werden. Es handelt sich z.B. um Folgen von natiirlichen Zahlen,
Mengen von natiirlichen Zahlen, reelle Zahlen usw. Aber die Machtigkeit des
Definitionsbereichs ist nicht grofer als die Kardinalitdt des Kontinuums, bzw.
des Intervalls [0, 1] der reellen Zahlen, welches der Méchtigkeit der Potenzmenge
oder der Menge aller Folgen der natiirlichen Zahlen entspricht. Eine Theorie der
Typ-1I-Berechenbarkeit beschéftigt sich nicht mit Funktionen auf noch gréfseren
Definitionsbereichen. So werden wir nicht beliebige Funktionen auf den reellen
Zahlen als Argumente zulassen, denn die Menge aller Funktionen dieser Art ist
grofer als das Kontinuum. Als Argumente werden wir nur Teilmengen der reel-
len Funktionen mit der Méchtigkeit des Kontinuums betrachten, z.B. die Menge
der stetigen Funktionen auf einem kompakten Intervall.

Die Theorie der Typ-II-Berechenbarkeit weist Ahnlichkeiten mit der Be-
rechenbarkeitstheorie von Typ-I-Funktionen auf. Der Hauptunterschied zeigt
sich beim Konzept der Stetigkeit bzw. Unstetigkeit bei Typ-II-Funktionen. Eine
Funktion heifst stetig, wenn fiir die Berechnung eines endlichen Teils des Resul-
tates nur ein endliches Teil des Arguments benutzt werden muss. Der Ausdruck
Stetigkeit ist addquat, weil er mit der topologischen Stetigkeit iibereinstimmt,
wenn eine geeignete Topologie gewidhlt wird. Ich werde darauf kurz im ersten
Kapitel eingehen.

In der Theorie der Typ-I-Berechenbarkeit ist ein wichtiges und faszinieren-
des Ergebnis, dass es Funktionen gibt, die nicht berechenbar sind, Funktionen,
die nicht von einem Computer mit einem endlichen Programm berechnet wer-
den konnen. Solche Funktionen sind zu kompliziert, um durch eine endliche
Zeichenkette (Programm) représentiert zu werden. In Beweisen wird sehr oft
die Idee der Selbstanwendbarkeit als ein Werkzeug benutzt. Einige Funktionen
kénnen so interpretiert werden, dass sie Eigenschaften von sich selbst berech-
nen. Mit diesem Trick ist es oft mdglich zu beweisen, dass eine Funktion nicht
berechenbar ist.

Eine dhnliche Rolle wie die nicht berechenbaren Funktionen in der Theorie
der Berechenbarkeit spielen die unstetigen Funktionen in der Typ-II-Theorie.
Unstetigkeit einer Funktion bedeutet, dass die Funktion nicht einmal durch
einen Computer mit einem unendlichen Programm berechnet werden kann. Vie-
le bekannte reelle Funktionen, die wir z.B. aus der Schule kennen, sind unstetig
und damit nicht berechenbar. Es gibt in der Typ-II-Theorie neben den bere-
chenbaren und den unstetigen Funktionen auch stetige, aber nicht berechenbare



1 EINLEITUNG

Funktionen. Das sind Funktionen, die sich nicht mit endlich langen Programmen,
aber doch noch mit unendlich langen berechnen lassen. Z.B. ist eine konstan-
te Funktion mit einem nicht berechenbaren reellen Funktionswert stetig, aber
nicht berechenbar. Die meisten Funktionen, die in der Analysis vorkommen,
sind aber entweder berechenbar oder unstetig. Funktionen der dritten Gruppe
werden eher kiinstlich konstruiert.

Ich finde, dass die Existenz von nicht berechenbaren Funktionen bemerkens-
wert ist. Die Moglichkeiten von Computern und von exakten Methoden und
Algorithmen sind eng begrenzt. Der Mensch ist nicht frei von diesen Schranken
in seinem Denken, aber er hat die Moglichkeit und den Wunsch, feste Methoden
und Verfahren zu tranzendieren. So entspringt die Faszination der Mathematik
teilweise der Tatsache, dass es keinen Algorithmus gibt, der fiir jedes Problem zu
einer Losung fiihrt. Besonders die ungelosten Probleme der Mathematik ziehen
Interessierte am meisten an. So sind auch viele Existenz- oder Widerspruchsbe-
weise in dieser Arbeit nicht konstruktiv.

Ferner zeigt die Untersuchung von unstetigen und damit nicht berechenba-
ren reellen oder komplexen Funktionen, dass sogar sehr einfache Funktionen, wie
z.B. Treppenfunktionen, nicht berechenbar sein kénnen, obwohl sie im Mathema-
tikunterricht als unproblematisch dargestellt werden. Auch stetige Funktionen
wie die reelle Addition erfordern einiges an Uberlegung, da sie nur beziiglich
einer geeigneten Darstellung stetig sind, z.B. nicht in der iiblicherweise verwen-
deten Dezimaldarstellung.*

Diese Arbeit hat zwei Hauptteile. Im ersten Teil werden wir vor allem Funk-
tionen behandeln, die n Folgen p1, ..., p, oder unendlich viele Folgen p1, ps,. ..
als Argumente und denselben Funktionswert fiir verschiedene Eingaben p1, po, . . .
und ¢, qo, . . . haben, wenn dieselben Folgen Nullfolgen sind:

Vie{l,....n}(pi=0*<q¢ =0)= f(p1,---,0n) = (@1, -, qn)

bzw. (Vi > 1)(p; = 0¥ & ¢; = 0¥) = f(p1,p2,...) = f{a1,q2,--.)

Wir werden auch mehrwertige Funktionen dieses Typs betrachten. Das ist mo-
tiviert durch die Funktionenmengen LLPO, in [Wei92a]. Diese Mengen von
Funktionen bilden eine Hierarchie, in welcher die Elemente mit zunehmendem
n immer einfacher werden. Fiir n > 2 sind sie einfacher als das principle of
omniscience 2 von Errett Bishop und Douglas Bridges.

Fiir den Vergleich von Funktionen und Funktionenmengen muss eine geeignete
Reduzierbarkeitsrelation definiert werden.

Es war mein Ziel, eine einfache Regel fiir die Entscheidung zu finden, welche
Funktionen oder Funktionenmengen reduzierbar aufeinander oder dquivalent
zueinander sind. Zum Beispiel war ich daran interessiert, die Anzahl der Aqui-
valenzklassen von totalen und partiellen Funktionen der angegebenen Art zu
berechnen. Fiir diesen Zweck wurden Algorithmen entwickelt. Mit diesen Al-
gorithmen ist es im Prinzip mdglich zu berechnen, ob eine Funktion auf eine
andere reduzierbar ist, und welche Aquivalenzklassen es gibt. Fiir kleine Anzah-
len von Argumenten (n < 2) wurde dies auch fiir totale und partielle Funktionen
erreicht. Aber die Algorithmen benétigen sehr viel Rechenzeit. So ist es nicht

IDieser Teil der Einleitung ist #hnlich zu der Einleitung meiner Diplomarbeit, da das
Hauptthema in beiden Arbeiten dasselbe ist.



moglich, diese Informationen fiir grofere Probleme mit dem Computer zu be-
rechnen.

Der zweite Teil behandelt die C-Hierarchie. Die Funktion C' ist schwieriger
als Q. Q gibt die Information, ob eine Folge 0% ist oder nicht. Das ist dquivalent
zu dem Problem, ob in einer Folge die Zahl 0 vorkommt oder nicht. Die Funktion
C gibt diese Information fiir alle ¢ € N:

C)(i) = {(1) falls (3n)p(n) =i +1

sonst
Durch wiederholte Anwendung von C' erhalten wir noch schwierigere Funktio-
nen. Eine Funktion f heifst C™-stetig, wenn sie berechnet werden kann durch
AoCoBjo...o(C o B, mit stetigen Funktionen A, By,..., B,.
Die C"™-stetigen Funktionen bilden eine echte Hierarchie von zunehmend schwie-
riger werdenden Funktionen. In [St89] und [Myl92] wurden einige C"-stetige
Funktionen betrachtet. Zwei offene Probleme wurden dort noch nicht behan-
delt:

e Welche Funktionen sind vollsténdig fiir die C™-Klassen? Gibt es vollstéin-
dige Funktionen? Welche bekannten Funktionen in speziellen Klassen sind
nicht vollstandig?

o Ist es moglich, Funktionen in einer C"-Klasse durch logische Ausdriicke
zu charakterisieren?

Der zweite Teil wird versuchen, auf diese Fragen eine Antwort zu geben.

Gerne mochte ich an dieser Stelle noch meinen Dank an Prof. Klaus Weih-
rauch aussprechen, der mich zum Ende meines Studiums an der Fernuniversitét
zu einer Diplomarbeit in der Theoretischen Informatik ermuntert hat und mich
bei der Dissertation beraten hat. Grofer Dank gebiihrt auch meiner Frau Sigrid,
die soviel Geduld und Verstdndnis aufgebracht hat, und ebenfalls meinen Kol-
legen Martin Schreiber und Martin Warnke vom Rechen- und Medienzentrum
der Universitéit Liineburg, die mich oft unterstiitzt haben, auch wenn diese Dis-
sertation nicht so ganz in mein dortiges Aufgabengebiet gehort.



2 SYMBOLE

2 Symbole

Hier sollen einige oft benutzte Symbole definiert werden.

N sei definiert durch N := {0,1,2,...}. n-Tupel aus der Menge der na-
tiirlichen Zahlen N werden geschrieben als (ag,a1,...,a,—1) € N™, konstante
n-Tupel als a™.? Folgen aus N werden notiert durch (ag, ay,...) € N¥, konstante
Folgen durch a*. Hier symbolisiert N oder B die Menge aller Folgen iiber N
und N* die Menge aller endlichen Tupel iiber N. Gemischte Notationen sind
auch moglich. So bedeutet (1,2,...,6)2 das gleiche wie (1,2,3,4,5,6,2,2,2)
und (0,1,2)0%3% ist die Folge (0,1,2,0,0,0,3,3,3,...). Fiir die Préfixrelation
von Worten oder Folgen wird C oder C benutzt.

Die ersten n Elemente eines Tupels oder einer Folge p werden durch [[p]],, :=
(p(0),p(1),...,p(n — 1)) bezeichnet. M, ist die Menge, welche durch die Folge
p représentiert wird: M, := {k|(3i)p(i) = k + 1}. M, =0 < p = 0.

Cantors Funktion 7, die auch als (, ) notiert wird, wird auf Folgen erweitert?.
Sie wird definiert durch: (p, ¢)(2n) := p(n) und (p,¢)(2n + 1) := g(n) fiir alle

Folgen p,q € B, (p) := pund (p1,p2,...,pk+1) = ((p1,P2, - - -, Pk), Pr+1) fiir alle
Folgen p, p1,p2, - - -, Pk+1 € B. (¢,p)(0) := i und (i, p)(n+1) := p(n) fir alles € N
und alle Folgen p € B. (po, p1,p2,---){(i,7) := pi(j) fir alle po, p1,p2,. .. € B. Die
i-te Folge in (po,p1,...) wird bezeichnet durch (p);. Dies soll die Verwechslung
mit p; als i-te Folge in einer Aufzihlung vermeiden.

Partielle Funktionen f von M nach M’ werden durch f :C M — M’ be-
zeichnet, totale Funktionen durch f: M — M’, wenn betont werden soll, dass
sie auf der ganzen Menge M definiert sind.

Einige einfache Funktionen werden manchmal in den Beweisen benutzt.
NEG : N — N wird definiert durch

0 fallsn=1
1 sonst

NEG(n) := {
fir alle n € N. INV : B — B wird definiert durch

0 fallsp(n)=1
1 sonst

INV(p)(n) := {
fiir alle p € B und n € N. SIGN : N — N wird definiert durch

0 fallsm=0
1 sonst

SIGN(n) := {

fir alle n € N. INC : B — B wird definiert durch

INC(p)(n) := p(n) + 1

2Die Z#hlung beginnt manchmal mit 0 und manchmal mit 1, ist also nicht immer einheitlich.
3z,y) = 7w(z,y) fir z,y € N, (z1,...,2,) = 7"(21,...,2y) fir x1,...,2, € N und

7r§n)<x1,...,:(;n> =g fiir x1,...,2p € Nund 1 < i < n.



fiir alle p € B und n € N.
0:[0,1] — R ist die konstante Nullfunktion auf dem Intervall [0,1]: O(x) := 0
fir alle z € [0, 1].

vg : N — Q ist eine Standardnummerierung der rationalen Zahlen:

i~
k+1

vo(i,j, k) ==

Eine Représentation p :C B — R der reellen Zahlen ist gegeben durch

Def(p) = {p € B|(Vn > m)|vg(p(m)) — vo(p(n))| <27} und

p(p) := lim vg(p(n)) fir alle p € Def(p)
n—oo
Diese Reprisentation benutzt eine schnelle Approximation durch rationale Zah-
len. Eine schwichere Repréasentation benutzt eine Approximation ohne Infor-
mation iiber ihre Geschwindigkeit. Sei p,, :C B — R definiert durch

x  falls lim,_, vo(p(n)) = x existiert
Pn (P) = di
10 sonst

Wir werden auch eine Représentation fiir stetige Funktionen auf dem Intervall
[0,1] verwenden. Die Menge der Polygone mit rationalen Stiitzpunkten ist dicht
in der Menge der stetigen Funktionen auf [0, 1]. Sei « eine natiirliche Numme-
rierung dieser Polygone. Dann kann eine stetige Funktion durch eine Approxi-
mation mit Polygonen reprisentiert werden .

Sei C'[0,1] die Menge der stetigen Funktionen auf [0, 1].

Definiere 4, :C B — C[0,1] durch

f falls lim, o a(p(n)) = f
da(p) := und (Vn > m)|a(p(m)) — a(p(n))] < 27™
div  sonst

Ein Baum ist hier ein endlicher, zusammenhingender, gerichteter Graph G =
(V, E), bei dem jeder Knoten hichstens eine eingehende Kante hat. Die Wurzel
ist der einzige Knoten ohne eingehende Kante. Der Vater eines Knotens v; € V'
ist der Knoten vy € V mit (vy,v1) € E. Ein Sohn eines Knotens vy € V ist ein
Knoten v € V mit (v1,v2) € E. Ein Nachfolger eines Knotens v € V ist ein
Knoten w € V, so dass es Knoten vy, ...,v, € V gibt mit (v;,v;4+1) € F fir alle
1<i<nund v=1v; und w = v,.



3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

3 Principle of Omniscience

3.1 Hierarchien und Reduzierbarkeitsrelationen
3.1.1 Definition von LLPO,, MLPO, und LPO,,

In [Wei92a] hat Klaus Weihrauch drei Hierarchien von unstetigen Funktionen
eingefiihrt. In dieser Arbeit mdchte ich unter anderem diese Hierarchien behan-
deln.

Dies sind zunéchst die wichtigsten Definitionen und Resultate aus [Wei92a].
Sie werden teilweise in anderer Form formuliert. Zum Beispiel werden in [Wei92a)
Funktionen von (X“)™ nach ¥* verwendet. Hier betrachten wir Funktionen von
B™ nach N. Aber die Definitionen und Séitze sind dhnlich.

Definition 1 (< fiir Funktionen). Seien f :C B — X und g :C Y — Z
Funktionen mit X,Y, Z € {B,N}.
f < g:< es gibt stetige Funktionen A :CB — X und B:CB — Y mit

f(p) = Alp,g o B(p)) fiir alle p € Def(f).

[=g9g=f<gundg<f. [f<g=f<gundf#yg.

Definition 2 (< fiir Funktionenmengen). Seien S C {f :C B — X} und
TC{f:CY — Z} mit X,Y,Z € {B,N}.
S < T :<= es gibt stetige Funktionen A :CB — X und B:CB — Y mit

p+— A(p,go B(p)) € S fiir alle g € T.
S=T <= S<TundT<S.S<T: <= S<TundS#T.

< ist die Reduzierbarkeitsrelation, die wir benutzen, um Funktionen mit-
einander zu vergleichen. Wenn f < g, dann ist f nicht schwieriger wie g. Zum
Beispiel folgt, dass f stetig ist, falls g stetig ist, und dass g unstetig ist, falls
f unstetig ist. Spater werden wir auch andere Reduzierbarkeitsrelationen ver-
wenden und werden die hier definierte Relation zur besseren Unterscheidung
meistens <y nennen.

Fiir Mengen gilt dhnliches. Es gelte S < T'. Falls es eine stetige Funktion
g € T gibt, dann ist eine Funktion f € S auch stetig. Falls alle f € S unstetig
sind, dann sind auch alle g € T" unstetig.

Definition 3 (Principle of Omniscience Q). Sei Q : B — N definiert durch

Qp) = {O falls p = 0¥

1 sonst

fiir alle p € B. Ein anderer Name fiir Q ist LPO (Limited Principle of Omnis-
cience).

Dies ist das Principle of Omniscience, das von Bishop and Bridges in [BiBr85]
verwendet wurde. Fiir sie zeigt das Vorkommen dieses Prinzips in einem Beweis
oder einer Definition, dass sie nicht konstruktiv vorgehen, sondern Objekte be-
nutzen, die man nicht berechnen kann.

10



3.1 Hierarchien und Reduzierbarkeitsrelationen

Definition 4 (LPO,,). Firn € N definiere fp, :C B — N durch

In(p) == {Z falls i = #1(p) <n

div  sonst

fiir alle p € B. Definiere LPO,, := {f}.
#1(p) ist definiert als die Anzahl der Einsen in p.
Definition 5 (g,). Firn € N definiere g, : B — N durch

9n{D1,y .- D) :=m, falls m = card{i|p; # 0“}
fir alle py,...,p, € B.
Satz 1 (gn = fn)-
1. g1 = Q.
2. gn = fn flir alle n > 1.

Die Beweise werden ausgelassen. Sie stehen in [Wei92a] und miissten hier
leicht abgedndert werden, da wir andere Definitions- und Wertebereiche ver-
wenden.

Definition 6 (Partition einer Funktion). Eine Partition einer Funktion f :
X — Y ist eine Menge {f|a|A € 7}, wobei 7 eine Partition von X ist. Eine
Funktion f : X — Y heifit k-stetig, gdw. [ eine Partition von héchstens k
stetigen Funktionen hat.

Satz 2 (LPO,-Hierarchie).
1. LP00<LP01<LP02<
2. LPO,, ist (n+ 1)-stetig, aber nicht n-stetig.

3. f ist nicht n-stetig, gdw. f, < f. Also ist f,, die einfachste Funktion, die
nicht n-stetig ist.

Definition 7 (LLPO,,). Fiirn € N, n > 2 sei LLPO,, die Menge aller Funk-
tionen f mit

Def(f)={(p1,p2,.--,pn) | es gibt hichstens ein k mit p; # 0~}
und f{p1,p2,...,pn) =k fir ein k mit p;, = 0“.
LLPO ist eine Abkiirzung fiir Lesser Limited Principle of Omniscience.
Satz 3 (LLPO,-Hierarchie).
1. LLPOy < LPO,
2. LLPO,; < LLPO,, fiir alle n > 2.

Definition 8 (MLPO,). Firn € N, n > 2 sei MLPO,, die Menge aller
Funktionen f mit

Def(f) ={(p1,p2,..-,pn) | es gibt eine Zahl k mit p,, = 0“}
und f<p17p27~ .. 7pn> =k f1i7’ ein k mit P = Ow,

11



3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Satz 4 (M LPO,-Hierarchie).
1. MLPO,, < MLPO,4; firn > 2.
2. MLPO, 1 < LPO,, firn >1.

Die folgende Abbildung zeigt einige der Beziehungen. Sie ist aus [Wei92a]
iibernommen.

LPPn
MLfOnJrl/ LPTOTL71
lepon / !
. LPPQ
MLPOs / LPO; = Q
Kos
ML%DOQ — LLPO,
LLPTOg
LLPO,

Abbildung 1: Reduzierbarkeitsrelationen bei Weihrauch

12



3.1 Hierarchien und Reduzierbarkeitsrelationen

3.1.2 Andere Definitionen von Reduzierbarkeit

Die obige Definition der Reduzierbarkeit ist nur eine mogliche unter vielen an-
deren. In dieser Arbeit werden meistens die obigen Definitionen verwendet.
Zur Unterscheidung wird die angegebene Relation durch ,,<s” bezeichnet, und
zwar fiir die Reduzierbarkeit von Funktionen und Mengen von Funktionen. Zwei
schwichere Relationen werden noch eingefiihrt, ,,<¢” und ,,<;”.

Definition 9 (<, fiir Funktionen). Seien f :C B — X und ¢ :C Y — X mit
X,Y € {B,N}.
f <o g :<== es gibt eine stetige Funktion B :CB — Y mit

f(p) =go B(p) fir alle p € Def(f).

f=0g:= f<ogundg<of. f<og:= f<ogundf#g.

Definition 10 (<, fiir Funktionenmengen). Seien S C {f :C B — X} und
TC{f:CY — X} mit X,Y € {B,N}.
S <o T :<=> es gibt eine stetige Funktion B :CB — Y mit

p+goB(p) €S firallegeT.
S=0T <= S<gT undT <¢gS5.S<¢gT <= S<oT und S %o T.
Definition 11 (< fiir Funktionen). Seien f:C B — X und g :CY — Z mit

XY, Z € {B,N}.
f <1 g :<= es gibt stetige Funktionen A:C Z — X und B:CB — Y mit

f(p) = Aogo B(p) fir alle p € Def(f).

=g f<igundg<i f. f<ig= f<igund f#1 9.

Definition 12 (<; fiir Funktionenmengen). Seien S C {f :C B — X} und

TC{f:CY — Z} mit X,Y,Z € {B,N}.

S <1 T :<= es gibt stetige Funktionen A:C Z — X und B:CB =Y mit
pr> AogoB(p) €S firallegeT.

Sle@)SﬁlTundTngS<1T<:)S§1Tund$';‘é1T
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

3.2 Spezielle Probleme
3.2.1 LPO,

Die Funktionen LPO,, bilden eine Hierarchie in Bezug auf die Reduzierbarkeits-
relation <s.

In [Myl92] habe ich schon das Principle of Omniscience und Verallgemei-
nerungen davon untersucht. Die Idee war, das Principle of Omniscience mehr
als einmal zu benutzen. Eine Funktion, die zu ihrer Berechnung dieses Prinzip
n-mal braucht, miisste einfacher sein als eine Funktion, die es n+1-mal benétigt.

In [Myl92] wurden Q"-stetige Funktionen definiert durch

Definition 13 (2"-stetige Funktionen).

Eine Funktion T :C B — N (bzw. T :C B — B) ist Q°-stetig, gdw. sie stetig
ist, und Q" 1-stetig, gdw. es eine stetige Funktion

A:CB— N (bzw. A:CB — B) und eine Q"-stetige Funktion ¥ :CB — B
gibt mit T'(p) = A(p,Q o X(p)) fiir alle p € Def(T).

Diese Definition hat den Nachteil, dass das meiste der Information, die bei
der Anwendung von 2 gewonnen wurde, verloren geht. Eventuell kann mehr
Information genutzt werden, wenn die Funktion A alle Anwendungen von §2 auf
einmal benutzt.

Definition 14 (€, -stetige Funktionen).

Firn > 0 ist eine FunktionT' :CB — N (bzw. I' :C B — B) Q,,-stetig, gdw.
es stetige Funktionen A :C B — N (bzw. A :C B — B) und stetige Funktionen
Ay, ..., A, . CB— B gibt mit

[(p) = A(p,Q o A1(p),..., Qo0 A,(p)) fir alle p € Def(T).

Die Funktionenklassen €2, und Q" sind nicht miteinander vergleichbar. Es
gibt Funktionen f mit f € Q, und f € Q" und Funktionen f mit f € Q" und

J & Qu:

Satz 5 (Q"-stetig & (2,,-stetig).
Es gibt eine Funktion f: B — {0,1}, die Q%-stetig und nicht Qo-stetig ist.

Beweis. Sei f definiert durch
1 falls (3k)p(k) = 3 und (3k)p(k) =5

f(p) =<1 falls =(Ik)p(k) =3 und (Fk)p(k) =7
0 sonst

f ist Q2%-stetig:
Definiere Y : B — B durch

Y (p)(n) i {1 falls p(n) = 3

0 sonst

und X : B — N durch

1 fallsz=1und p(n) =5
X(p,xz)(n):=<1 fallsz=0und p(n) =7
0 sonst
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3.2 Spezielle Probleme

firallepe B,z € Nund A: B — N durch A(p,z) ;===
A, X und Y sind stetig.
Falls (3k)p(k) = 3 und (3k)p(k) = 5, dann gilt
Alp. 20 X (p, Q0 Y (p))) = Alp, Qo0 X(p.1)) = Alp,1) = 1 = J(p).
Falls =(3k)p(k) = 3 und (3k)p(k) = 7, dann gilt
Alp, Q2o X(p, QoY (p))) = Alp, 2o X(p,0)) = Alp,1) =1 = f(p).
Falls (3k)p(k) = 3 und (—3k)p(k) = 5, dann gilt
i
)

Ap, Q2o X(p, QoY (p))) = A(p,Q ( 1)) = Alp,0) = 0= f(p)
Falls =(3k)p(k) = 3 und (—3k)p(k ) =7, dann gilt
A(p, Qo X(p A(p, Qo X(p,0)) = A(p,0) =0 = f(p).

QoY (p))) = ;
Also gilt f(p) = A(p, Qo X(p,QoY(p))) fiir alle p € B.

f ist nicht Q,-stetig:

Angenommen, f(p) = A{p,Q o B1(p), 2o Ba(p)) mit stetigen Funktionen A, By
und Bs.

Definiere pg := 0%. Sei z := Q o B1(pg) und yo := Qo Ba(po).

Dann gllt f(pO) = A<p0,$0, y0> =0.

Weil A stetig ist, gibt es eine Zahl k' mit A(p, o, yo) = 0 fiir alle p mit 0% C p.
Und weil B; und Bs stetig sind, gibt es eine Zahl k" mit der Eigenschaft

Qo Bi(pg) =1 = Qo By(p) = 1 fiir alle p mit 0" C p

und
Qo By(po) =1 => Qo By(p) = 1 fiir alle p mit 0¥ T p
Sei k := max{k, k" }.
Sei py := 0¥70%. Dann gilt f(p1) = 1 und A(p1,xo,y0) = 0.
Also gilt 1 := Qo By(p1) > xg oder y; := Qo Ba(p1) > yo.

Dann gilt f(p1) = A(p1,Q 0 Bi(p1),Q 0 Ba(p1)) = Alp1,21,91) = 1.
Mit dem analogen Argument wie oben gibt es eine Zahl [ mit

A(p,z1,y1) = 1 fiir alle p mit 070" C p
und
Qo Bi(p1) =1 = Qo By(p) =1 fiir alle p mit 0°70' C p

und
Qo By(p1) =1 = Qo By(p) = 1 fiir alle p mit 0¥70' C p

Sei py 1= 0%70'30%.
Dann gilt x5 := Qo0 By(ps2) > x1 oder y2 := Qo Ba(p2) > 11

und f(p2) = A(p2, Qo Bi(p2),Q 0 Ba(p2)) = A(pa, T2, y2) = 0.
Mit demselben Argument muss es eine Zahl m geben mit

A(p, o, 12) = 0 fiir alle p mit 0%70'30™ C p

und
Qo Bi(p2) =1 = Qo Bi(p) = 1 fiir alle p mit 0¥70'30™ C p

und
Qo By(pa) =1 = Qo By(p) = 1 fiir alle p mit 0¥70'30™ C p

Sei p3 := 0%70!30™50%.
Dann folgt z3 := Q o By(p2) > 22 oder y3 := Qo Ba(pa) > yo
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

und f(ps3) = A(p3, Qo Bi(ps), 2o Ba(pz)) = A(ps, x3,y3) = 1.
Dann muss es Zahlen 29 < zq <25 < x5 € {0,1}

und yo < y1 < y2 < ys € {0,1} geben mit
(x1 > 2o Vy1 > yo) und (x2 > 21 Vys > y1) und (x3 > 22 V y3 > Yo).
Das ist nicht moglich. Also ist f nicht o-stetig. O

Satz 6 (Q),-stetig & Q"-stetig).
Es gibt eine Funktion f: B — {0,1,2}, die Qa-stetig und nicht Q2-stetig ist.

Beweis. Definiere f : B — {0, 1,2} durch
1 falls (3k)p(k)

1
f(p) =<2 falls (3k)p(k) =2 und (Vk)p(k) # 1
0 sonst

f ist Qo-stetig:
Definiere B; : B — B durch

1 falls p(n) =1

0 sonst

0 sonst

{1 falls p(n) = 2

Definiere A : B — B durch

1 fallsz=1
Alp,z,y) =492 fallsz=0und y =1
0 sonst

fiir alle p € B, z,y € N.
A, By und Bs sind stetig und f(p) = A(p, 2 o B1(p), 2 o Ba(p))-

f ist nicht Q2-stetig:

Aber es gibt keine stetigen Funktionen A, B; und By mit

f(p) = A{p, 2o Bi(p, 2 0 Ba(p))).

Andernfalls gébe es eine Zahl z € {0,1}, so dass A(p, z) einen Funktionswert
a fiir unendlich viele Folgen und ebenfalls einen davon unterschiedenen Wert b
fiir unendlich viele Folgen hétte.

Sei p' := 0%, py := 0720 und py ; := 0¥20710%.

Man nehme an, dass Qo By (p’,Q o By(p')) = 2z und es unendlich viele k& gibt mit
Qo By (pr, Qo Ba(pr)) = 2.

Da A stetig ist und f(p') = A(p’, z) = 0, gibt es eine Zahl [ mit A(p, z) = 0 fiir
alle p mit 0' C p.

Dann gibt es eine Zahl k& > [ mit Q o By {(py, Qo Ba(px)) = z und A{py,z) = 0.
Aber f(pr) = 2.

Dasselbe wiirde gelten, wenn 2 o By (p’, 0 Ba(p')) = z und es unendlich viele
k,j gébe mit Qo By (pk,j, 20 Ba(pr,;)) = z.

Also gibt es eine Zahl z € {0, 1} mit Qo B (pi, QoBa(pk)) = 2z und Qo By (g ;, o
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3.2 Spezielle Probleme

Bs(pk,;)) = z fiir alle bis auf endlich viele £ und j.

Sei Qo Bl <pk, Qo Bg(pk» = Z.

Dann gibt es wegen der Stetigkeit von A eine Zahl [ mit A(p, z) = 2 fiir alle p
mit 0%20' C p.

Aber dann gibt es Zahlen j > I mit Qo By (px, j, Qo Ba(pk,;)) = z und A(py j,2) =
2. Aber f(pg,;) =1

Das ist ein Widerspruch. Also ist f nicht Q%-stetig. O

Definition 15 (C,). Fir alle n € N definiere Cy, : B — B durch
0 fallsi<n und (3k)p(k)=i+1

Cr(p)(i) =<1 fallsi<n und (Vk)p(k) #i+1
0 sonst

Diese Definition von C,, wurde in [Myl92] gemacht und sollte nicht mit der
Definition in [Bra03| verwechselt werden. In [Myl92] wurde der folgende Satz
bewiesen:

Satz 7 (Vergleich von C,, und Q,,).
[ <o Chy1 <= f ist Q,-stetig
fir allen e N und f:CB — B oder f :CB — N.

Das bedeutet fiir alle f und n € N, f ist C,11-stetig, gdw. f §,-stetig ist.
Dabei heifsit eine Funktion f C,-stetig, gdw. es stetige Funktionen A und B gibt
mit f(p) = A{p, C,, o B(p)) fiir alle p € Def(f).

Satz 8 (Vergleich von C), und f,).
C, = fn fiir alle n € N,

Mit f, sind die Funktionen aus Definition 4 gemeint.

Beweis.
Cn SZ fn:
Definiere B : B — B durch
1 falls1<p0)<n+1
B(p)(0) = {0 v
sonst

und

1 falls1<pk+1)<n+1

B(p)(k+1) = und p(k +1) & {p(0),...,p(k)}
0 sonst

Definiere A :C B — B durch

0 fallsk<nund 33z <(p(x)=k+1

und |{p(0),...,p()} N {1,...,n}| =1)
1 falls k <nund (3) (Ve <)(p(z) #k+1

Alp,i)(k) = und [{p(0),...,p()} N{1,...,n}| =1)
0 falls k > n
div  sonst
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

fiir alle p € B,i € N.

Dann gilt Cy,(p) = A(p, fr o B(p)) fir alle p € B.

Die Idee hinter dem Beweis: Die Funktion B erzeugt eine 1 fiir alle unterschied-
lichen Zahlen zwischen 1 und n + 1 in p. Die Funktion f,, zdhlt die Vorkommen
der Einsen und die Funktion A berechnet, welche Zahlen in p vorkommen.

fn §2 Cn:
Definiere B :C B — B durch

1 falls p(0) =1

0 sonst

B(p)(0) := {

z+1 falls p(k+1) =1 und #;({p(0),...

und max({B(p)(0), - .., Bp)(k)} = 2)
div  falls p(k+1) =1 und #;({p(0),...,p(k)}) >n
0 sonst

Definiere A :C B — N durch

B(p)(k+1):=

A(p,q) := max{i | ¢(i) =0 und i < n}

fir alle p,q € B.
Dann gilt f,(p) = A{p,Cy, o B(p)) fiir alle p € B und n € N. O
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3.2.2 LLPO

Definition 16 (LLPO).
Sei LLPOy, die Menge aller Funktionen f mit

Def(f) = {{p1,p2,...) | es gibt hochstens ein k mit py, # 0}
und f(<p17p27 .- >) =k f'U:T ein k mit Pk = ow.

Satz 9 (LLPO., <5 LLPO,,).

LLPOy <9 LLPO,, fiir alle n > 2.

Beweis. Sei B,, : B — B definiert durch

Bn<p17p27"'> = <plap25"'apn>

flir p1,p2,... € Bund A: B — N durch
A(p,i)y =1

fir p € B,7 € N.
Sei g € LLPO,,.
Dann gilt f € LLPO fir f, definiert durch f(p1,ps,...) :=

A<<p17p27~ . ~>agan<p17p27 c >> =4go Bn<p17p2v' . > = g<p17p27 cee 7pn>
Also gilt LLPOg, <5 LLPO,, fiir alle n > 2. O

Satz 10 (LLPO,, %> LLPO).

LLPO,, £2 LLPO« fiir alle n > 2.

Der Beweis dieses Satzes dhnelt dem Beweis in [Wei92a] auf Seite 16-19.

Beweis. Nehme an, dass LLPO,, <, LLPO fiir ein n > 2. Dann gibt es stetige
Funktionen A und B, so dass fiir alle f € LLPO

qg+— Alq, f o B(q)) € LLPO,, fiir alle ¢ € B".

Behauptung: B(0¢,...,0) = (0“,...).
Beweis der Behauptung: Fiir i, k € N definiere

Pri = (P1,p2,...) mit p; = 0% fiir j # k und p;, = 0°10%
Qk,i = (P1,D2, ..., Pn) Mit p; = 0% fiir j # k und pj, = 0%10%.

Annahme: B(0¥,...,0) = py; fir i,k € N.
Da B stetig ist, gibt es ein j mit

B<q17"‘7Qn> g <p1a"'7pk7130i1B7pk+17"'>
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

fiir alle q1,...,¢, € 0B und p; € B fiir 1 <4 < k und k < i.
Also gilt B(gm.a) = pi,; fiir alle 1 <m <nund a > j.
Sei f € LLPO« und sei b definiert durch

b:=A({0¥,...,0%), foB(0¥,...,0¥)).
Fiir alle a > j gilt nach Annahme fiir A, B und f

A<Qb,a7 fo B(Qb,a» 7é b.

Also gilt
A((0%,...,0%), f(pk,i)) = b (nach Def. von b) und

Algpa, f(pr,i)) # b fir alle a > j.

A ist stetig und g o — (09, ...,0%) fiir a — oo.
Das ist ein Widerspruch. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Definiere nun

Mpe = {(p1,p2,...) | pj = 0% fiir j # k und py € 0710} und
M} = {(p1,p2,-..,pn) | pj =0 fiir j # k und p;, € 0"10¥}.

Fall 1:

Fiir jedes j mit 1 < j < n gibt es ein k(j) € N mit B(p) € M7, U{(0“,.. )}
fir unendlich viele p € M}".

Sei N diese unendliche Teilmenge von M.

Dann gibt es ein k € N\{k(1),...,k(n)}.

Es gibt ein f € LLPOy, mit

f{0*,...) =k und
f(p) =k fir alle p € MGy V... UMZ,.

Dann gilt nach Annahme
foB(p)=Fk

fiir alle p e Ny U...UN, U{(0¥,...,0v)}.
Nach Annahme gibt es ein g € LLPO,, mit

g(p) = A(p, Bo f(p)) = A(p, k)

firallepe N:= Ny U...UN, U{{(0¥,...,0v)}.

Dann ist g stetig auf N.

Sei g(0“,...,0%) = m. Da N,, unendlich ist, gibt es Zahlen

i(0) <i(1) < ..., 50 dass qpm,i(j) € N, fiir j =0,1,2,...

Dann gilt g(gm,i(;)) # m fiir alle j und gy, ;) — (0“,...,0¥) fiir j — oo und
g{0¥,...,0%) = m. Also ist g nicht stetig auf N,, U {(0%,...,0¥)}. Das ist ein
Widerspruch.

Fall 2:
Es gibt Zahlen j, so dass keine Zahl k(j) € N existiert mit

B(p) € M7, U {{0%,...)} fiir unendlich viele p € M.
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Sei die Menge all dieser Zahlen mit U bezeichnet und sei V' definiert durch
V:={1,...,n}\U. V mag leer sein.

Dann gibt es fiir jedes j € V ein k(j) = {z;} € Nmit B(p) € Mz* U {(0¥,...)}
fiir unendlich viele p € M".

Sei N; diese unendliche Teilmenge von M.

Definiere k& durch

ko max{z |z € k(y),y e V}+1 fallsV #0
R sonst
Andernfalls (falls j ¢ V') definiere k(j) durch k(j) := N\{1,...,k} fiiralle j € U.
Sei N; die unendliche Teilmenge von allen p € M}, so dass B(p) € My* fiir ein
x € k(j).
Es gibt ein f € LLPO mit

f(0¥,...) =k und

flp)=kfirallepe | J M.

z€k(1)
1<i<n

Nach Annahme gilt
foB(p)=k

firallepe NqU...UN, U{{(0¥,...,09]}.
Nach Annahme gibt es ein g € LLPO,, mit

g(p) = A{p, Bo f(p)) = A(p, k)

firallepe N:= Ny U...UN, U{(0¥,...,0¢}.

Dann ist g stetig auf V.

Sei g(0%,...,0%) = m. Falls m € V, dann gibt es Zahlen h(0) < h(1) < ..., so
dass g, n(j) € N fiir j =0,1,2,...

Dann gilt g(gy n)) # m fiir alle j und g, ;) — (0“,...,0¥) fiir j — oo und
g(0¥,...,0%) =m.

Also ist g nicht stetig auf N, U {(0%,...,0¥)}. Das ist ein Widerspruch.

Falls m € U, dann gilt fiir jede Folge p(0) < p(1) < ... € Ny,

p(i) — (0¥, ...,0%) fir i — oo.

Dann gilt g(p(i)) # m fiir alle 4 und p(i) — (0¢,...,0%) fiir i — oo und
g(0¥,...,0¢) =m.

Also ist g nicht stetig auf N, U {(0%,...,0¥)}. Das ist auch ein Widerspruch.

Also ist LLPO,, < LLPO, falsch fiir alle n > 2. O

Es gibt einen anderen Beweis, der wesentlich einfacher ist und den Satz 3
verwendet, der von Klaus Weihrauch in [Wei92a] bewiesen wurde.

Beweis. Nehme an, es gibt eine Zahl n mit LLPO,, < LLPO.

Dann gilt LLPOy < LLPO,4+1 < LLPO,, < LLPO.

Dies impliziert LLPO,,y1 = LLPO,,.

Aber das ist ein Widerspruch zu Satz 3. O
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Natiirlich ist LLPO, nicht stetig:

Satz 11 (LLPO ist nicht stetig).
Es gibt keine stetige Funktion f mit

f<p1,p2,...> = k‘

fiir eine Zahl k mit pr, = 0%, falls es hochstens ein i gibt mit p; # 0“.

Beweis. Nehme an, es gibt eine stetige Funktion f mit der im Satz angegebenen
Eigenschaft. Sei p; := 0 fiir alle ¢ > 1. Dann gilt f(p1,p2,...) = k fiir ein k& > 0.
Da f stetig ist, gibt es eine Zahl z € N mit f(p) = k fiir alle p mit 0% C p.
Definiere g; durch ¢; := 0% fiir alle ¢ # k und ¢ := 0710%.

Dann gilt f(q1,q2,...) =k, aber g, # 0“. Dies ist ein Widerspruch. O

Q) ist die einfachste unstetige Funktion. Es ergibt sich die Frage, ob LLPO4,
die einfachste Funktionenmenge ist, die nicht stetig ist.

Satz 12 (2 einfachste unstetige Funktion).
Wenn f <5 Q fir f :CB — N, dann ist [ stetig oder f =5 (.

Beweis. Wenn f :C B — N unstetig ist, dann gibt es ein p € N und ein k € N
mit f(p) = k und in jeder Umgebung von p eine Folge ¢ mit f(q) # k.

Dann gibt es zu jedem i € N ein ¢; € B mit [[p]]; C ¢; und f(q;) # k.

Definiere B : B — B durch

p(i) falls (Vj <d)r(j) =0

B(r)(i) :== {qj(i) falls j = min{s < i|r(s) # 0}

und A : B — N durch

0 fallsxz=k
Alq,x) :=
{a x> {1 sonst

fir g € B,z € Nund A und B sind stetig.

Dann gilt Q(p) = A(p, f o B(p)) fiir alle p € B, also Q <5 f. Aus f <5 Q folgt
dann Q2 =5 f. O
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Satz 13 (LLPO nicht einfachste Menge von unstetigen Funktionen).
Es gibt eine Menge P von Funktionen f :C B — N mit der Figenschaft

e P <y, LLPO.,
o LLPO,, %o P

e ¢s gibt keine stetige Funktion g € P

Beweis. Sei P definiert durch P := LLPOy, U { fx} mit
Def(fi) = {(p1,p2,-..)|es gibt hochstens ein j mit p; # 0} und

) j falls p; # 0%
JelprPee ) =\ 1 g (v > 0)py = 0
Es gilt P <y LLPOu, da LLPO. C P und Def(P) = Def(LLPOs). P
enthéalt auch keine stetige Funktion.
Aber LLPO,, <5 P ist nicht richtig. Denn seien A und B stetige Funktionen
mit p — A(p,go B(p)) € LLPO fiir alle g € P. Aus g o B(p) = k ist nicht zu
ersehen, ob pi = 0¢ oder py # 0%:
Sei p := (p1,p2,...) :=(0¥,0¢,...).
Sei f(p) = A{p,go B(p)) fir g € P und g o B(p) = k. Dann gibt es ein j € N
und ein i € N mit f(q) = A(q, k) = j fiir alle ¢ mit 0° C q. Definiere ¢’ durch
q; = 0°10* und ¢/, := 0¥ fiir n # j.
Es gibt eine Funktion g € P mit g o B(¢’) = k. Dann folgt A{¢’,g o B(¢')) =
A(¢' k) = j, aber f(q¢') # j fiir alle f € LLPO,. O

Auch wenn man LLPO,, als mehrwertige Funktion auffasst, handelt es sich
nicht um die einfachste unstetige Funktion. Dafiir definieren wir:

Definition 17 (mehrwertige unstetige Funktion).
Eine mehrwertige Funktion f heifit stetig, wenn es eine stetige einwertige Funk-
tion g gibt mit f(p) #0 = g(p) € f(p). Andernfalls heifit f unstetig.

Definition 18 (<, fiir mehrwertige Funktionen).
Fiir zwei mehrwertige Funktionen f und g gilt f <5 g, gdw. es stetige Funktio-
nen A und B gibt mit A{p, k) € f(p) fir alle p € B und k € go B(p).

Satz 14 (LLPO4 nicht einfachste mehrwertige unstetige Funktion).
Es gibt eine mehrwertige unstetige Funktion P :C B — N mit P <o LLPO
und LLPOy, €5 P.
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Beweis. Definiere die mehrwertige Funktion P durch
Def(P) := {(p1,p2,-..) € Bles gibt hochstens ein k mit p; # 0}

und

k€ P((p1,p2,...)) == (k > 3 und py_» = 0)
oder (k=1 und () 10¥)
(k=1 und (Vi) 0*)
oder (k=2 und (3)(3j > 0)p; = 0710%)
oder (k=2 und (Vi)p; = 0%)

Di
oder i

P(p) hat also beliebige Werte, falls p,, = 0“ fiir alle k& > 0. Falls p; = 0710
fiir ein k, ist das Ergebnis n 4 2 fiir ein n # k oder 1, falls die 1 in einer Folge
an erster Stelle kommt, bzw. 2, falls die 1 in einer Folge nicht an erster Stelle
kommt,.

P ist nicht stetig. Der Beweis ist einfach.

P <3 LLPO4: Definiere B durch B(p) := p und A durch A(p, k) := k+2. Dann
gilt A(p, k) € P(p) fiir alle k € LLPOy, o B(p).

LLPOy %9 P: Nehme an, dass LLPO,, <2 P gilt. Es gibt dann stetige Funk-
tionen A und B mit A(p, k) € LLPO(p) fir alle k € P o B(p).

Sei ¢ die Folge mit ¢, = 0% fiir alle n. Es ist klar, dass B(q) = ¢ gelten muss.
Dann gilt 1 € P o B(q) und ebenso 2 € P o B(q). Es gelte A{¢q,1) = k und
A{g,2) =1

Wegen der Stetigkeit von A gibt es ein j7 > 0 mit A(p,2) = [ fiir alle p mit
07 Cp.

Wegen der Stetigkeit von B gibt es ein j* > 0 mit 0 £ B(p)(l) fiir alle p mit
07" C p.

Definiere j := max{j’, j*}.

Definiere ¢’ durch ¢} := 0710 und ¢}, := 0% fiir n # [.

Dann gilt 0 C B(q’)({). Deshalb folgt 2 € P o B(q'). Daraus folgt A{(¢’,2) = .
Aber I ¢ LLPO(¢). O

Hier ist ein Beispiel fiir eine mehrwertige unstetige Funktion, die &quivalent
zu LLPO ist:

Beispiel 1. Sei die mehrwertige Funktion P1 definiert durch
Def(P1) := {(p1,p2, - ..)| es gibt hochstens zwei Zahlen k mit pj # 0“}

und P1(py1,pa,...) := {{k1, k2)| pr, = 0“ oder pg, = 0“}.
Es gilt P1 =5 LLPO.

P1 <y LLPO..:

Definiere B durch

1 falls (3z <n)(p)i(z) =1
und (z < n){p);(z) =1
(B iy () =4 und ((p)i(n) = 1 oder (p);(n) = 1)
und ¢ < j
0 sonst



3.2 Spezielle Probleme

Definiere A durch A(p,a) := a fiir alle p € B und a € N.
Dann gilt A{p, (k1, ke)) € P1(p) fir alle (k1,ks) € g o B(p).
LLPO,, <5 P1:

Definiere B durch

1 falls (3a,b)piap(m) =1
(i=a oder i =b)
(B(p))i(n) := und {(a,b) <nund m <n
(B(p))i(j)=0firalle0<j<n

Definiere A durch A(p, (i, j)) := (i, j) fir alle p € B und 4,j € N.

Dann gilt A(p, k) € LLPOy(p) fiir alle p € Def(LLPOs) und k € P1 o B(p).
Denn fiir p = (0¥,0%,...) gilt (i,j) € LLPO(p) fir alle (i, j) € N.

Sei p € Def(LLPOy) eine Folge mit p; jy # 0. Dann gilt B(p); # 0 und
B(p),; # 0“. Hieraus folgt (i, j) ¢ PloB(p ) Daraus folgt A(p, k) # (i, j) fiir alle
k € P1o B(p). Und daraus folgt A(p,k) € LLPO(p) fiir alle k € P1 o B(p).

Es gibt auch Funktionenmengen P, die mit LL PO, nicht vergleichbar sind.

Beispiel 2. Sei P2 :={f1, fo} eine Menge mit

Def(f1) = Def(f2) = {{p1,p2,-..)| es gibt hochstens eine Zahl k mit p; # 0“}

und
0 falls p; =0%
f1<P1,P2,~~-> 1{ !
1 sonst
und
1 falls p; = 0¥
f2<P1,P2,~~-> = { !
0 sonst

Dann gilt P2 €5 LLPO., und LLPO,, £2 P2.

P2 £5 LLPOy: Annahme: P2 <9 LLPO,. Dann gibt es stetige Funktionen A
und B mit p — A(p,goB(p)) = f1 oder p — A(p,goB(p)) = fa2 fiir g € LLPO

Definiere Py, durch Py := {(p1,p2,...) € Blpx # 0“ und p; = 0¥ fiir j # k}.

Sei g := 0. Dann gilt B(q) = 0¥. Andernfalls wiirde es eine Zahl k und ei-

ne Zahl N geben mit B(p) € P, fiir alle p € B mit 0V C p.

Definiere g durch g(p) := k + 1, falls p € Py, k sonst.

Dann gilt A{q,g0 B(q)) = A{q,k + 1) = a mit a = 0 oder a = 1.

Da A stetig ist, gibt es eine Zahl N’ mit A(p, k + 1) = a fiir alle p mit 0N C p.

Definiere N* := max{N, N'}.

Definiere ¢’ durch (¢’); := 0V 10* und (g ’> := 0% fiir alle j # 1. Das impliziert
= A(¢g,90 B(q)) = A{g,k +1) = A(¢",k + 1) = A(¢,go B(d')) =1 — a.

Das ist ein Widerspruch.

Sei g € LLPOy definiert durch g(p) := 1 fiir (p); = 0 und g(p) := 2 sonst.
Annahme: f;(p) = A(p,g o B(p)) fiir alle p € B.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Dann gilt fi1(q) = 0 = A{q,g o B(q)) = A{g,1). Dann gibt es eine Zahl N mit
fi(p) = 0= A(p,1) fiir alle p mit OV C p.

Definiere ¢’ durch (¢’); := 0V 10% und (¢'); := 0¢ fiir j # 1.

fi(d) =1= A{(¢, g0 B(q')) impliziert dann g o B(q") = 2.

Also gilt B(¢') € P;. Dann gilt A{q’,g0 B(¢')) = A{q,2) = 1.

Definiere nun ¢’ € LLPO, durch ¢'(p) := 2 fiir (p)2 = 0“ und ¢’(p) := 1 sonst.
Dann ist A(p, g’ o B(p)) = f1(p) nicht wahr fiir alle p € B, und zwar wegen
B(q) = 0“. Das impliziert f1(¢) = 1. Das ist ein Widerspruch.

Also gilt fa(p) = A(p, ¢’ o B(p)) fiir alle p € B.

Dann folgt fo(q) = 1 = A{q,g' o B(q)) = Alq,2). Dann gilt fo(¢’) = 0 =
Ald',9 o B(¢)) = A{q’,1). Also muss B die Folge ¢’ im ersten Fall auf eine
Folge in P; und im zweiten Fall auf eine Folge in P, abbilden. Das ist ein Wi-
derspruch.

Genauer: Es gibt eine Zahl N € N mit B(p) € P, fiir alle p # 0% und 0V C p.
Auch im zweiten Fall gibt es eine Zahl N’ € N mit B(p) € P, fiir alle p # 0%
und 0N’ C p.

Definiere N* := max{N, N’'}. Dann gilt B(p) € P, N P, fiir alle p # 0¥ und
oN" Cp.

Definiere ¢* durch (g*); := 0V 10% und (¢*); := 0% fiir alle j # 1. Dann gilt
B(q*) e PN Py, ¢ Def(LLPOy,). Daraus folgt A{¢*,go B(q*)) = A{q*,div) =
div. Das ist ein Widerspruch.

LLPO.. %5 P2:

Annahme: LLPO,, <, P2. Dann existieren stetige Funktionen A und B mit
p+— A(p, fi o B(p)) € LLPOy und p — A(p, fa o B(p)) € LLPO.

Sei q := 0¥. Sei A(q, fioB(q)) =k und f10B(q) =10.B.d.A*

Dann gibt es ein j € N mit A(p,1) = k fiir alle p mit 0 C p.

Definiere ¢’ durch (¢’)x := 0910 und (¢’); := 0* fiir alle i # k.

Dann gilt A{q’,1) = k. Also folgt f1 o B(¢') = 0.

Aber dann gilt fy 0o B(g) = 0 und f2 o B(q’) = 1 und damit A{g,0) = &k und
A{q’, 1) # k. Das ist ein Widerspruch.

Hier ist ein anders Problem, das schwieriger als LLPO,, ist.

Beispiel 3. Sei LLPO!_ die Menge aller Funktionen f mit der Eigenschaft
Def(f) = {(p1,p2,...)| es gibt endlich viele Zahlen k mit p; # 0“}

und f(p1,p2,...) = (n,k1,...,k,), wobei eine Zahl m existiert mit 1 < m <mn
und py,, = 0%,

Es kann also endlich viele Folgen geben, die keine Nullfolgen sind, und die
Funktionen in LLPO._ konnen endlich viele Antworten geben, von denen ei-
ne korrekt sein muss.

Dann gilt LLPO!_ €5 LLPOy, und LLPO, <o LLPO’_.

LLPO!  £3 LLPOy: Nehme an, dass LLPO., <5 LLPO.. Dann existie-
ren stetige Funktionen A und B mit p — A(p,g o B(p)) € LLPO. fiir alle
g€ LLPO...

4Die Annahme f; o B(q) = 0 fiihrt ebenfalls zum Widerspruch.
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3.2 Spezielle Probleme

Definiere p durch (p); := 0“ fiir alle ¢+ > 1. Dann gilt B(p) = 0“. Andernfalls
wiirde es eine Zahl k geben mit (B(p))r # 0. Nehme an, dass (n,x1,...,2,) =
A(p, g o B(p)) fiir ein spezielles g € LLPO,,. Wegen der Stetigkeit von A und
B wiirde es eine Zahl y geben mit (n,xz1,...,z,) = A{q, go B(q)) fiir alle ¢ mit
0¥ C q. Definiere r € B durch (r),, := 0Y10% fiir alle 1 <4 <n und (r); := 0%
fir alle j # x;. Dann folgt (n,z1,...,2,) = A{r,g o B(r)), aber (r),, # 0% fir
alle 1 <14 < n. Also gilt B(0*) = 0“.

Nun definiere p durch (p); := 10¥ und (p); := 0% fiir alle ¢ > 1.

B(p) = 0% wiirde auch zu einem Widerspruch fiihren. Also gilt B(p) = ¢, wobei
(g)i # 0¥ fiir ein ¢ € N und (g); = 0% fiir alle j # ¢.

Sei (n,x1,...,2,) = A(p,go B(p)). Wegen der Stetigkeit von A und B wiirde es
eine Zahl y geben mit (n,x1,...,2,) = A{q, g o B(q)) fiir alle ¢ mit (¢); = 10¢
und 0¥ C (g); fir alle j > 1.

Nun definiere ¢ € B durch (g); := 10 und (q),, := 010 fir alle 1 < ¢ < n
und (g); := 0¥ fiir alle j # ;.

Dann folgt (n,x1,...,2,) = A{q,g o B(q)), aber (¢),, # 0¢ fir alle 1 <i < n.
Das ist ein Widerspruch.

LLPOy <9 LLPO._: Definiere B durch

1 falls p(i,j) =1
B(p)(i,j):==<{ 1 falls (A < j)plk,l) =1undi+j=k+!I

0 sonst

Dann ist B stetig und B(0¥) = 0¥ und (B{po,p1,...)); # 0“ fir j < k und
(B{po,p1,---)); = 0% fir j > k, falls py # 0% und p; = 0“ fiir ¢ # k.

Falls pi (1) = 1, dann gilt B(p);(j) = 1 mit j = k+1—1. Fiir ¢ < k bedeutet das
j=k+1—i>1. Fiiri > k bedeutet das j = k+1—1¢ < . Also gilt B(p);(j) =0
fiir alle ¢ > k und j € N.

Definiere A durch A{p, (n,as,...,a,)) := max{ai,...,a,}.

Dann gilt p — A(p,go B(p)) € LLPOy fiir alle g € LLPO/_.

27



3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

3.2.3 LLPO,,

Definition 19 (LLPO,, ).
Fir alle n > m > 0 sei LLPO,, ,, die Menge aller Funktionen f mit

Def(f) ={(p1,p2,...,pn) |es gibt hichstens m Zahlen j mit p; # 0%

und mindestens ein k mit p,, = 0}

und f<p17p2>"'apn> =k f'l“n ein k mztpk = (v,

Die Funktionenmenge M LPO,, ist ein Spezialfall von LLPO,, y,:
MLPO,, = LLPO,, ,,_ fiir alle n > 2.
Die Funktionenmenge LLPO,, ist ebenfalls ein Spezialfall von LLPO,, ,,:
LLPO,, = LLPO,, fiir alle n > 2.

Fiir alle n € N ist LLPO,, o stetig. Denn fiir n > 0 ist die konstante Funktion
fmit f(p1,p2,...,pn) :=11in LLPO,, . Fir n = 0 ist die nirgendwo definierte
Funktion f mit f() := div in LLPO,, .

Fiir alle n > 0 gilt LLPO,, 5, =2 LLPO,, ;,—1. Somit gilt LLPO; 1 =2 LLPO1 .
Also ist auch LLPO;; stetig. Fiir alle n > m > 0 und damit auch fiir alle
n =m > 1 gilt dagegen: LLPO,, ,,, ist unstetig. Denn aus dem néchsten Satz
folgt fiir alle n > m > 0 LLPO,, 1 <3 LLPOy, y,.

Satz 15 (LLPO,, ,, <o LLPO,}).
Sein>m>0undl >k >0.

Dann gilt LLPO,, , <o LLPOy

<« (m <k und k > m(l div n) + min(l mod n,m)).

Hierbei sind div und mod definiert durch
z=ua div b:<= z =max{i € N|i < %}

und
z=amod b= z=a—(adivb)b

Fir LLPO,, ,, <o LLPO;} bedeutet die Bedingung m < k, dass die Zahl der
Eingabefolgen ungleich 04 von LLPO,, ,, kleiner oder gleich der Zahl der Ein-
gabefolgen ungleich 0“ von LLPO;  sein muss.

Die Bedingung ! > m muss auch erfiillt sein. Aber sie wird ausgelassen, da
sie schon direkt aus [ > k und der ersten Bedingung k& > m folgt.

Die Idee hinter der Formel k > m(l div n) + min(l mod n,m)) ist die folgende:
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3.2 Spezielle Probleme

Wenn wir das Problem LLPO,, ,, auf LLPO, j mit einem unbekannten k redu-
zieren mochten, konnen wir die n Folgen des ersten Problems kopieren und sie
als Argumente fiir LLPO; }, verwenden. Aber wenn [ > n, miissen Folgen auf
mehr als eine Eingabefolge von LLPO;  abgebildet werden. Wenn wir die Ein-
gabefolgen mdoglichst gleich auf die Eingabefolgen von LLPO, j verteilen wollen
(und das ist die beste Strategie), dann haben wir jede Folge auf I div n Folgen
abzubilden. Aber falls I nicht durch n teilbar ist, miissen [ mod n Folgen jeweils
auf (I div n) + 1 Folgen abgebildet werden.

Es kann m von n Folgen geben, die keine Nullfolgen sind. Also produziert die
Abbildung m(l div n) Folgen, die eventuell keine Nullfolgen sind. Aber | mod n
Folgen werden auf eine zusitzliche Folge abgebildet. Also kénnen [ mod n wei-
tere Folgen auf eine Folge ungleich 0 abgebildet werden. Das ist allerdings nur
moglich, falls m > (I mod n). Wenn m < (I mod n), kénnen nur m weitere Fol-
gen auf eine Folge ungleich 0 abgebildet werden. So erzeugt die Abbildung im
schlechtesten Fall hochstens m(l div n) +min(l mod n,m)) Folgen ungleich 0¢.

Beispiel 4. LLPO473 SQ LLP01078.
Setze n =4, m =3 und [ = 10 und k = 8.
Wir konnen leicht m < k verifizieren.

Wir berechnen den minimalen Wert fiir k:
k = 3(10 div 4) + min(10 mod 4, 3)
=3-24min(2,3) =6+2=38.

Lo (3 () 0 W

Abbildung 2: LLPO4 3 < LLPO1o s (Beste Strategie)

In diesem Beispiel und mit dieser Abbildung enthalten im schlechtesten Fall
die zweite, dritte und vierte Folge eine 1. Sie werden auf die dritte bis zehnte
Eingabefolge von LLPO1g j abgebildet. Damit sind 8 von den 10 Eingabefolgen
von LLPOg j keine Nullfolgen.

Wenn die Abbildung keine Gleichverteilung versucht, erhalten wir eventuell
mehr Folgen, die keine Nullfolgen sind:
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Y Y Y Y
HHOBOBROOOHOOL
Abbildung 3: LLPO4 3 < LLPO1¢9 (Schlechte Strategie)

Beweis von Satz 15. (der Richtung ,,<=")

Sei k := m(l div n) + min(l mod n,m).

Falls [ > n, dann folgt £ > m und die erste Bedingung ist auch erfiillt.
Falls | < n, dann folgt | mod n = 1. Aus [ > m folgt

k =m(l div n) + min(l mod n,m) = min(l,m) = m.

Dann ist auch die erste Bedingung k > m erfiillt.

Definiere a := (I div n) + 1, b := (I div n) und z := [ mod n.

Definiere die stetige Funktion B : B — B durch

Blpi,....pn) = (p}...p%% 1 ... D).

Dann gilt z-a+ (n—x) - b

= (I mod n)((I divn) 4+ 1) + (n — (I mod n))(l div n)

= (I mod n)(I div n) 4+ (I mod n) + n(l div n) — (I mod n)(l div n)

= (I mod n) +n(l div n) = 1.

Also ist B(p1,...,pn) ein I-Tupel.

Falls es in (py,...,p,) nicht mehr als m Folgen gibt, die keine Nullfolgen sind,
dann gibt es in B(ps,...,p,) nicht mehr als k& Folgen ungleich 0“.

Denn falls m < =z, folgt £k = ma = m(ldivn + 1) = m(ldivn) + m =
m(l div n) + min(l mod n, m).

Falls m > z, folgt k = za +b(m —z) = z(ldivn+ 1)+ (I divn)(m —z) =
z(l div n)+x+ (I div n)m— (I div n)z = (I mod n)+ (I div n)m = m(l div n)+
min(l mod n,m).

Definiere die stetige Funktion A durch

) falls j <z -a und i ist die eindeutige Zahl
mitila—1)4+1<j<i-a

Alp,j) =<1 falls j > x - a und 4 ist die eindeutige Zahl
mit x+i(b—1)+1<j<z+i-b
div  sonst

Dann gilt B{p1,...,pn) € Def(LLPO ) fiir alle (py,...,pn) € Def(LLPO,, ).
Falls g(B(p1,...,pn)) = d fir g € LLPO,, dann gilt A((p1,...,pn),d) =d
mit pg = 0“.

Also folgt
<pla s 7pn> — A<<p17 cee 7pn>7g © B<p17 cee ,pn>> € LLPOﬂ,m
fiir alle g € LLPO . O]
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Beweis von Satz 15. (der Richtung ,,=—=")

Wir miissen das Folgende zeigen:

Wenn nicht (m < k und k > m(l div n) + min(l mod n,m)),

dann ist LLPO,, ,, <o LLPOy, falsch.

Das ist dquivalent zu:

Wenn m > k oder & < m(l div n) + min(l mod n,m), dann

LLPO,, ym €2 LLPO, .

Das werden wir in den beiden folgenden Lemmas beweisen. O

Lemma 1. Aus k < m folgt LLPO,, , 2 LLPOy .

Beweis. Annahme: k < m und LLPO,, ,, <o LLPO, ) und

<p1,---;pn> — A<<p1,...,pn>,gOB<p1,...,pn>> € LLPOn,m

fiir jedes g € LLPO; .

Definiere v; := 0% fiir 1 < ¢ < n fiir diesen Bewelis.
Definiere qo := (v1,...,vp).

Sei ¢p(B(qo)) = (a1, ...,a;) =: bg.> Dann gilt

0 <ti(bo) < k.

Definiere p;; := (v1...,0j-1,0"10%,v41, ..., v,).
Wenn m > 0, muss es eine Zahl j geben mit cp(B(p;;)) =: by und

f1(bo) < f1(b1) <k

fiir unendlich viele 7 (das impliziert f1(by) < k).

Andernfalls gilt A(p;:,g 0 B(p;.)) = A(pj,i,g(bo)) fir alle j und g € LLPO;
und alle bis auf endlich viele i € N.5

Sei A{qo, g(bo)) =: . Dann existiert wegen der Stetigkeit von A eine Zahl y mit
Al{wy, ..., wy), g(bo)) = x fir alle wy, ..., w, mit w, € 0YN¥ fir 1 <r <mn.
Dann gilt A(ps.y, g0 B(psy)) = Alpe,y. 9(bo)) = .

Das ist ein Widerspruch.

Also gibt es eine Zahl j mit ep(B(p;;)) =: b1 und #1(bo) < #1(b1) < K fidr
unendlich viele i. Definiere ¢; := p;; fiir j und ¢ mit ¢p(B(p;;)) =: by und
f1(bo) < t1(b1) < k-

Seien qo, . .., ¢ € B"™ Folgen mit #4(q;) =t fiir alle 0 < ¢ < r und

0<#(Bla)) <h(Blq)) < ... <#1(Blgr)) < k.

Sei F:C B xB x N — B definiert durch

E(<p1 .. 7p’n>7pl7t) = <p17 .. 7pt717p/7pt+17 e 7pn)
Falls #;(B(g.)) < k, dann gibt es eine Zahl j mit ¢,.1 := E(g,,0°10%, j) und
#1(gr+1) =7+ 1 und
f1(B{gr)) < f1(B(gr4+1)) < k
Sep(p1y ...y pn) = (a1,...,an) mit a; = 0 fiir p; = 0 und a; = 1 fiir p; # 0¥. Fiir Details

siehe Definition 28.
6Mit g(a1,...,ar) meinen wir g(p1,...,pn), falls cp(p;) = a; fiir 1 <i < n.
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fiir unendlich viele i € N. Das Argument ist dasselbe wie fiir ¢;.

Dies impliziert, dass es Folgen qo, ..., ¢ gibt mit #;(¢,) = r fiir alle 0 < r < ¢
und

0<#:1(B(g)) <... <t:(Blar)) =k

und fi1(g¢) < #1(B(q:)) = k-

Also gilt m > k = #1(B{q:)). Da m > k, gibt es fiir jedes j mit ¢;(j) = 0* eine
Zahl N, so dass q := E(q;,0°10%, j) und #;(¢) = t + 1 und B{q;) = B{(q) fiir alle
1> N.

Sei A({qt),g 0 B{g;)) = z. Dann gilt A(E(q;,0°10%,2), g o B(E(q,010%,2))) =
A(E(q:,0710%, 2),g 0 B{q;)) = 2.

Das ist ein Widerspruch. Also gilt: LLPO,, ,, <o LLPO, ) impliziert k > m. O

Lemma 2. Aus LLPO,, ,, <3 LLPO, folgt k > m(l div n)4+min(l mod n,m).
Beweis. Seien A und B stetige Funktionen mit
q— Alg,g0 B(q)) € LLPOy m,

fiir alle ¢ € Def(LLPO,, ,,) und g € LLPO, .

Definiere pg := (0%, ...,0%).

Definiere qo := ¢p(B(pg)) und My := {jlqo(j) = 1}.

Entweder gilt go = (0,...,0) (und My = () oder es gibt eine Zahl iy mit

qo(i) = 1 = cp(B(0%{(g)1,...,0%(q),))(i) = 1 fiir alle g € Bund i € {1,...,1}.
Sei ko := |Mp|. Fiir den Fall ¢o = (0, ...,0) setze ig := 1.

Definiere p; . := ((po)1,-- -, (Po)j—1, (0910%), (Po)j+1, - - -+ (Po)n)-

Fiir jedes j € {1,...,n} und > jj sei N, , definiert durch

Nj o = {ylep(B(p;j.«))(y) = 1}

Aus der Stetigkeit von B folgt My C N; , fiir alle 1 < j <n und x > jo.
Definiere N; , := N; ,\Mj fiir alle j € {1,...,n} und z > jo.

Es muss ein j € {1,...,n} und ein x > jo geben mit”
I — ko
IR e
Wenn das nicht der Fall wire, dann gébe es eine Zahl s € {1,...,I} mit

sé¢ U?:l N; ., fiir unendlich viele z € N.

Dann gibt es eine Funktion g € LLPO;, und fiir alle j € {1,...,n} gibt es
unendlich viele z € N mit g o B(p;.o) = s.

Also gilt z = A(0%,s) = A(pjz,9 © B(pjz)) fiir unendlich viele z und alle
je{l,...,n}

Aber dann folgt z = A(p, 4,9 0 B(p,,)) fiir unendlich viele .

Das ist ein Widerspruch.

Seien i € {1,...,n} und x > jo Zahlen, so dass |N; | maximal ist. Definie-

re My := N/ .. Dann gilt
-k
|My| > [ 0—‘
n

7[ ] und | | sind wie iiblich definiert durch [z] := min{n € N|n. > 2} und |z| := max{n €
N|n < z} fiir ¢ € Q oder z € R.
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Durch Induktion lassen sich Mengen My, ..., M,, definieren mit
ki = |M;| fir i =0,...,m,
(Vi € {0,...,m})(3p;)4icp(p;) =i und
cp(Bp)j) =1eje |J M,

k€{0,...,i}
MiﬂMj :(Z)fur alle Z,j € {0,,7’1},]7&27
-0k
ki > {Z“’ﬂ fiir alle i € {1,...,m}
n—1i+1
Denn seien Mengen My, ..., M, mit » < m und den angegebenen Eigenschaften

gegeben.

Dann gibt es ein p, mit #1 (cp(pr)) = rund ep(B(pr))(j) =1 < j € Ugeqo,....ry M-
Definiere ¢, := ep(B(p,)) und M :={k € {1,...,n}|ep(p,)(k) # 1}.

Sei k. := | M,|.

Sei i, eine Zahl mit (Vj € {1,...,m})ep(B(p,))(j) = 1 = ¢ep(B(p)(j) = 1 fiir
alle pmit (vk € {1,.....n})[[(pr) ]l © (0

Definiere p; . = ((pr)1,. .-, (Pr)j—1, (0°10), (Pr)jt1, - - -, (Dr)n) fiir alle j € M.
Fiir jedes j € M und = > i, sei N, , definiert durch

Njaz = {ylep(B(pj2))(y) = 1}

Aus der Stetigkeit von B folgt ,_, . My C Nj, fiir alle j € M und 2 > i,.
Definiere Nj{’m = j,z\Uk=07‘__’7. My, fir alle j € M und x > i,.
Es muss ein j € M und ein x > i, geben mit

N}l 2 P i k]

n—r

Wenn das nicht der Fall wire, dann gibe es eine Zahl s € {1,...,l} mit
s & Uj—g Mj UU;cpr V), fiir unendlich viele = € N.

Dann gibt es eine Funktion g € LLPO, j, und fiir alle j € M gibt es unendlich
viele z € Nmit g o B(p, ) = s.

Also gilt z := A(p,,s) = APjz, 90 B(pjz)) = A(pjz,s) fiir unendlich viele
und alle 7 € M, wobei z € M gelten muss.

Aber dann folgt z = A(p. », 90 B(p,.)) fiir unendlich viele x.

Das ist ein Widerspruch.

Seien i € M und = > i, Zahlen, so dass |N; ,| maximal ist. Definiere M, :=
N .. Dann gilt

=Sk,
|M7,+12{Zn—ww
n—r

Fiir die maximale Anzahl k von Folgen ungleich 0 in B(p) gilt dann



3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Es soll berechnet werden, wie groft £ mindestens werden muss.

Behauptung: Fiir alle z,y,l,n € Nyn > 1 gilt
l—x l—y
r2y=r+ | —|2y+|—
n n

Beweis:
Fiir = y ist die Behauptung klar. Sei = y + z mit z € N, z > 0. Dann gilt

Pz—‘ Pyz—‘ [lyz —‘
o4 | — | my e | — L =y | — L2 4
n n n

Somit wird die Summe )" k; minimal, wenn alle Summanden minimal wer-
den. Somit kann man ky = 0 setzen.

Setze a :=1 div n, x := [l mod n und y :=n — x.
Dann gilt [ = (a + 1)z + ay.

Behauptung: Wenn die Zahlen k; fiir 1 < ¢ < m minimal werden sollen, gilt
ki=a+1firl<i<zundk;,=afirz<i<m

Beweis:
Falls 1 < z gilt

by — Lﬂ _ [(aJrliLeray—‘ _ [aﬁfﬁayw _ [an;x—‘ il

Falls x = 0 gilt
l an
= M =[5 ]=e

Fiir 1 < ¢ < z gilt mit Induktion

b — l—ki—...—kia| [la+D)zr+ay—(a+1)(i—1)

f n—i+l B n—i+l
Jar+xtay—ai—it+a+1] [an—i+1)+z—i+1 il
B n—i+1 B n—i+l1 B '

Fir z < ¢ < m gilt mit Induktion
ke — l—ki—...—kia| _ [la+Dz+ay—(a+ 1)z —a(i—1—2x)
L n—1+1 N n—i+1

ar+x+ay—ar—x—ai+a+ax a(n—1i+1)
= = Q.
n—i+1 n—1+1
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3.2 Spezielle Probleme

Hieraus folgt, wenn die Werte k; fiir 0 < 4 < m minimal sein sollen:

k> zm:kl :iki = z(a+1)+ (m—=z)a fallsm >z
i=0 i=1 m(a+1) falls m <

Fiir m > « folgt dann k£ > z(a + 1) + (m — z)a
=za+r+ma—ra=ma+z
= m(l div n) + min(m,! mod n).

Fir m < z folgt k > m(a+ 1)
=ma-+m
= m(l div n) + min(m, ! mod n).

In jedem Fall gilt also
k>=m- (I div n) + min(m, (I mod n))

Somit folgt:
LLPO,, ym <2 LLPO,, impliziert k > m - (I div n) 4+ min(m, (! mod n)). O

Beispiel 5. Fiir alle [ > 2 gilt LLPO,, ;1 <9 LLPO; 1, gdw. n > l.

Beweis von <=:

Sei m = k = 1. Nach Satz 15 haben wir zu verifizieren, dass m < k und
k > m(l div n) + min(l mod n, 1).

Die erste Bedingung ist natiirlich erfiillt. Wenn n = [, erhalten wir

m(l div n) + min(l mod n, 1)

=1-1+min(0,1)=1=k.

Wenn n > [, erhalten wir m(I div n) + min(! mod n, 1)

=1-0+1=1=k.

Somit gilt LLPO,,; <5 LLPO, ;.

Beweis von =

Sei m = k = 1. Nach Satz 15 wissen wir, dass m < k und k& > m(l div n) +
min(l mod n, 1).

Aus der zweiten Bedingung folgt 1 > 1(I div n) 4+ min(! mod n, 1).

Das bedeutet, dass nur einer der Terme (I div n) und (I mod n) grofer als 0
sein kann. Also folgt (I div n) = 0 oder [ mod n = 0. Also gilt n > [ oder n = .

Dies ist ein sehr einfacher Beweis des Satzes
LLPO, 1 <2 LLPO,, fiir alle n > 2
in Satz 3 und in [Wei92a].
Die Behauptung
MLPO,, <g MLPO, 41 fir alle n > 2

kann genauso leicht bewiesen werden:

Beispiel 6. LLPO,, ,,—1 <9 LLPO;;_1, gdw. n <.
Beweis von <—:
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Seim =n—1und k =[—1. Nach Satz 15 haben wir zu verifizieren, dass m < k
und k& > m(l div n) + min(l mod n, 1).

Falls [ > n, ist natiirlich die erste Bedingung erfiillt.
Seil=z-n+ymitz>1und 0 <y < n.

Dann gilt m(! div n) + min(l mod n,m)
=(mn—-1)((x-n+y)divn)+min((z - n+y) mod n,n — 1)
=Mn—-Dz4+minly,n—1)=n-Dz+y=z-n—z+y
<z-nt+y—1=Il-1=k.

Beweis von =

Seil=z-n+ymitx>0und 0 <y < n.

Sei k > m(l div n) + min(l mod n, 1).

Dann gilt & > m(l div n) + min(l mod n, 1)

= z-n+y—1>n-1)(x -n+vy)divn)+min((z-n+y) mod n,n— 1)
= z-n+y—12>(n-1)(x)+min(y,n — 1)

= z-nt+y—1>z-n—z+y

= —-1>—x

— x> 1.

Alsogilt l=2-n+y >n.

Beispiel 7. LLPO,,; <3 LLPO,, > fiir alle n > 1.
Seim=1,k=2und l =n+ 1.

Wir kénnen m < k leicht verifizieren.

Ferner konnen wir das erlaubte Minimum fiir k£ berechnen:
Falls n > 1, dann gilt k¥ = m(l div n) + min( mod n,m)
=1((n+1) div n) + min((n + 1) mod n, 1)
=1+min(1,1) = 2.

Beispiel 8. LLPOn,l §2 LLPOn.k/,k/.
Seim=1undl=n-k.

Wir kénnen m < &’ leicht verifizieren.

Ferner konnen wir das erlaubte Minimum fiir k£ berechnen:
kE=m((n-k) divn) + min((n - k') mod n,m)

= 1(k") + min(0,1) = k.

Beispiel 9. LLPO, 41,y <2 LLPO,, pp41, fit n+1>m > 0 und
n>m+1>0 (wobei n+ 1> m schon aus n > m + 1 folgt).
Wir haben m < m + 1 zu verifizieren. Das ist trivial.

Ferner haben wir zu verifizieren, dass

m+1>m(n div (n+ 1)) + min(n mod (n + 1), m):

m(n div (n 4+ 1)) + min(n mod (n+ 1), m)

=m -0+ min(n,m) =m <m+ L.

Also ist die zweite Bedingung auch erfiillt.
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3.2 Spezielle Probleme

3.2.4 LLPOs

Definition 20 (LLPOs ).
Sei LLPOy ., die Menge aller Funktionen f mit

Def(f) ={{(p1,p2,-..) | es gibt hochstens m Zahlen k mit px # 0~}
und f({p1,pa,...)) =k fir ein k mit p;, = 0.

Satz 16 (LLPOosm < LLPO, ).
LLPOysopm < LLPOy;; <= m < k.

Beweis. (von ,<=")
Definiere A :C B — N durch A((p1,p2,...),w) := w und B durch
B{p1,p2,...) := (p1,p2,...,pi). Definiere g durch

9(p1,p2,...) == A{(p1,p2, .. .), f o B(p1,p2,...))
== foB<p1ap2a"'>

= f<p17p27"')pl>
= k fiir ein k < [ mit py = 0%.

Da f € LLPO, es eine Folge 0“ in p;,pa,...,p; gibt, und es m < k Folgen
ungleich 0¥ gibt, findet f die Position einer Folge 0“.
Also gilt g € LLPOoo . O

Beweis. (von ,=—")

Annahme: k < m und LLPOy n, <o LLPOy ;.
Definiere ¢ := (0¥,0%,...).

Sei ep(B(qo)) = (a1, ...,a;) =: by. Dann gilt

0 <ti(bo) < k.

Definiere v; := 0% fiir 7 > 0 fiir diesen Beweis.
Definiere Pji = <U1, sy U1, 07’10“}7 Vj+1,-- >
Es muss eine Zahl j existieren mit c¢p(B(p;;)) =: by und

#1(bo) < f1(b1) <k

fiir unendlich viele 3.

Andernfalls gilt A(p;:,9 0 B(p;.)) = A(pj,i,9(bo)) fiir alle j und g € LLPO;
und alle bis auf endlich viele ¢ € N.

Sei A(qo, g(bo)) =: x. Dann gibt es wegen der Stetigkeit von A eine Zahl y mit

A{(wy,wa, . ..),g(bo)) =
fiir alle wy, ws, ... mit w, € YN fir 1 <r.

Dann gilt A(ps.y, 90 B(pzy)) = Alpe.y, 9(bo)) = .
Das ist ein Widerspruch.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Also gibt es eine Zahl j mit ¢p(B(p;,;)) =: b1 und

f1(bo) < f1(b1) <k

fiir unendlich viele 4. Definiere ¢; := p;; fiir j und ¢ mit ¢p(B(p;,;)) =: b1 und
f1(bo) < f1(b1) < k.
Seien qq, ..., q, € B Folgen mit #;(q;) = ¢ fiir alle 0 <t < r und

0 <t1(B{go)) < #1(Blq1)) <...<t:1(Blgr)) < k.
Sei £ :C B x B x N — B definiert durch

E(<p17 .. '>7p/7t) = <p17 o 7pt713p/apt+17 .. >

E ersetzt die t-te Folge in {p1,...) durch p'.
Falls #;(B(g.)) < k, dann gibt es eine Zahl j mit ¢,.; := E(g.,010%,5) und
$1(gr41) = 7+ 1 und #1(B{g,)) < £1(B{gr+1)) < k fir unendlich viele i € N.
Das Argument ist dasselbe wie fiir ¢;.
Das impliziert, dass es Folgen qo, ..., ¢; gibt mit f1(g,) = r fir alle 0 <r < ¢
und
0<#(B(q)) <...<h(Bla)) =k

und f1(q¢) < $1(Blqr)) = k-

Also gilt m > k = #1(B{q:)). Da m > k, gibt es fiir jedes j mit ¢;(j) = 0“ eine

Zahl N, so dass q := E(g;,0"10,j) und t1(¢q) = t + 1 und B(g;) = B(q) fiir alle

1> N.

Sei A(gi, g9 © B(q:)) = 2. Dann gilt A(E(g;,0°10%,2),g o B(E(q,0'10%, 2))) =

A(E(g:,0"10%,2),g 0 B(qt)) = .

Das ist ein Widerspruch. Also gilt: LLPOs mm <o LLPO, impliziert k > m.
O

Es ist moglich, diesen Satz als eine Variation des Satzes 15 zu interpretieren.
Wenn wir n := oo in Satz 15 definieren, dann folgt LLPOy ., <o LLPO, 4
gdw. m < k und k > m(l div co) + min(l mod oo, m).

Die Bedingung m < k ist dieselbe in beiden Satzen.

Wenn wir [ div oo := 0 und [ mod oo := [ setzen, erhalten wir
m(l div co) + min(! mod co,m) =m -0+ min(l,m) =m < k.
Somit ist mit der ersten Bedingung auch die zweite erfiillt.

LLPOy,m < LLPOy ), <= m < k.

Satz 17 (LLPOysm < LLPOo 1)-

Beweis. (von ,,<=")
Definiere A durch A{p, w) := w und B durch B(p1,ps,...) := (p1,p2,...). Defi-
niere g durch
9{p1,p2;---) = A{{p1,p2,-..), f o B{p1,p2,...))
= fo B(p1,p2,...)
= f{p1,p2,...)
= k fiir ein k£ € N mit p, = 0.

Da f € LLPOu und k > m, ist f anwendbar auf (p1,ps,...), und f findet
die Position einer Folge 0*. Somit gilt g € LLPOcg 1. O
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3.2 Spezielle Probleme

Beweis. (von ,,=—")
Der Beweis ist dhnlich wie die entsprechende Beweisrichtung von Satz 16. [

Dieser Satz kann ebenfalls als eine Variation des Satzes 15 betrachtet werden.
Wenn wir n := [ := oo in Satz 15 setzen, dann gilt LLPOu m <o LLPO 1
gdw. m < k und k > m(oco div 00) + min(co mod oo, m).

Die Bedingung m < k ist in beiden Sétzen dieselbe.

Wenn wir oo div 0o := 1 und oo mod oo := 0 definieren, erhalten wir
m(oo div 0o) + min(co mod co,m) = m -1+ min(0,m) = m < k.
Somit ist mit der ersten Bedingung auch die zweite erfiillt.

Ohne Beweis sei noch der folgende Satz angefiigt:

Satz 18 (LLPO, , < LLPOx ).
LLPO,, ;,, < LLPOu <= (m =0 oder n =m = 1).

Dieser Satz kann fiir unstetige LLPO,, ,, ebenfalls als eine Variation des Satzes
15 betrachtet werden. Wenn wir [ := co in Satz 15 setzen, dann gilt fiir m > 0
m(oo div n) + min(co mod n,m) = m - 0o + min(0, m) = oo > k.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

3.2.5 LLPOs

Definition 21 (LLPOs _p,)-
Sei LLPOy,—p, die Menge aller Funktionen f mit

Def(f) ={(p1,p2,...) | es gibt hochstens m Zahlen k mit p, = 0“}
und f({p1,p2,-..)) :=k fir ein k mit pr, = 0“.

Satz 19 (LLPO,;; < LLPOs ).
LLPO;; < LLPOs —p,, gdw. m > 1.

Beweis. (von ,<=")
Definiere h: N\ {0} x {1,...,1} — N\ {0} durch h(i,j):= (i —1) -1+ ;.
Definiere B :C B — B durch B{p1,...,p) := {q1,q2, .. .) mit

1 fallsi=1=zundp;(1)=1

1 fallsi=1=2x und
Jj#min{s € {1,...,1}|ps(1) = 0}

1 fallsi==>1und min{s € {1,...,1}|[[ps]]. = 0%}
=min{t € {1,...,1}|[[pe]].—1 = 0*~ 1}

Qnig)(x) =1 fallsi=2>1und
j #min{s € {1,...,1}|[[ps]]: = 0%}

1 falls i < 2 und min{s € {1,...,1}|[[ps]]. = 0}
#min{t € {1,...,1}[[pe]]o—1 = 0*~1} und
Qn(iy(1) = - = @ —1) =0

0 sonst

Die Funktion B ist stetig und berechenbar. Im ersten Berechnungsschritt kon-
nen die Werte gp,(; ;)(1) fiir 1 < j <1 berechnet werden.

Im n-ten Berechnungsschritt kénnen die Werte gj,(; jy(n) fiir 1 < ¢ < n und
1 < j <1 und die Werte g, ;)(z) fiir 1 < 2 < nund 1 < j <[ berechnet
werden.

Definiere A :C B — N durch A(p,y) := ((y — 1) mod ) + 1.
A ist ebenfalls stetig.

Dann gilt das Folgende:
(V1< n<lIl)p, #0¥ = (V1 <n)B{p1,...,p)(n) #0¢

a = min{n|p, = 0¥} = es gibt nur eine Folge
q. in B{p1,...,p;) mit g, =0 und ((z —1) mod ) +1=a

Es ist moglich, diese Behauptungen durch Induktion zu beweisen.
Sei a = min{n|p, = 0¥}. Sei z die Zahl mit ¢, in B(py,...,p;) mit ¢, = 0¥

und ((z —1) mod ) + 1 = a.
Sei ferner g € LLPOq, .
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3.2 Spezielle Probleme

Dann gilt A{({p1,...,pi1),9° B{p1,...,p1))
= A{(p1,-..,m), %) = a.
Also gilt LLPO; ), <g LLPOs,—pm.- O

In diesem Beweis wird eine der Nullfolgen auf eine Nullfolge abgebildet. Die
Funktion B versucht, die erste Nullfolge auf eine Nullfolge im Bild abzubilden,
von deren Position wir die Position der Nullfolge der Eingabe berechnen kénnen.
Wenn die Berechnung herausfindet, dass eine andere Folge die erste Nullfolge
ist, wird die Ausgabe abgedndert. An die bisherige Nullfolge wird eine 1 ange-
héngt und in eine andere Ausgabefolge an geeigneter Stelle werden nur Nullen
geschrieben.

Beispiel 10. Sei p; := 00010¥, ps := 0¥ und p3 := 10%.
Die Funktion B berechnet die folgenden Folgen:

h(i,j) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1{0 1.1 0 0 0 O O O O 0 0 0 0 0

210 0 0 1.1 1 0 0 0 O 0 0 0 0 0

310 0 0 0 O O 1 1 1 O 0 0 0 0 0

X 4(/1 0 o 0 O O O O O 1 0 1 0 0 0
5/0 0 0 0 O O 0O O O O 0 0 1 1 1

6/0 0 0 0 O O O O O O 0 0 0 0 0

7/0 0 0 O O O O O O O 0 0 0 0 0

In den ersten Berechnungsschritten wird p; als Nullfolge angesehen. Also wer-
den in die Folge ¢; nur Nullen geschrieben. In die Folgen g2 und g3 wird an der
ersten Stelle eine 1 geschrieben.

In den folgenden Schritten wird in die Folgen g4, g5 und ¢ eine 1 an der zweiten
Stelle geschrieben und in die Folgen g7, gs und ¢g eine 1 an der dritten Stel-
le. Dann findet die Berechnung, dass p; nicht gleich 0¢ ist, sondern eventuell
p2 = 0¥. Deshalb wird die 1 in g9 und g2 geschrieben und die 0 in ¢;; an dem
vierten Platz.

Die falsche Vermutung zuvor wird dadurch korrigiert, dass eine 1 in ¢; an der
vierten Stelle geschrieben wird.

Beweis. (von ,=—")
Falls m = 0, dann ist LLPOy,, _, nicht definiert.
Also ist LLPO; , <¢ LLPOs, _, nicht moglich. O

Satz 20 (LLPOs, —y %2 LLPO, ).
LLPOs,—m <9 LLPO,; ist falsch fir alle m, | und k.

Beweis. Wenn LLPO,_y, < LLPO;,, dann gibt es stetige Funktionen A und
B mit
A((p1,...),90B(p1,...)) € LLPOos _,

fiir alle g € LLPO, .
Fiir g € LLPO,, gibt es nicht mehr als [ unterschiedliche mogliche Werte. Sei

J(@) == A({0Y,0¥,...),1)

firallel <7 <]|.
Da A stetig ist, gibt es eine Zahl z mit

A<<’u}1,’w2, . >,Z> = ](Z)
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

fir alle 1 <4 <[ und wy,wo,... € 0*B.
Sei b :=max{j(i)|1 <i<I}+1.

Sei
L falls j = b
b= 0°10¥ sonst

Dann gilt A({(q1,q2,-..),%) < b fiir alle 4, aber f € LLPOs, _,, impliziert
f<th, qo, .. > = b
Das ist ein Widerspruch. Also gilt LLPOs —pm £2 LLPO . O
Satz 21 (LLPOso,_pm <2 LLPOwo ).
LLPOs,—y <2 LLPOo, <= m =0 oder k > 1.

Beweis. (von ,<=")

Falls m = 0, dann gilt f = div fiir alle f € LLPOso,—p.

Somit folgt LLPOuo, —mm <o LLPO, _.

Sei m > 0 und k£ > 0. Dann kann dieselbe Technik wie in dem Beweis von Satz
19 angewendet werden.

Definiere B :C B — B durch B{(py,...) := {0, 41, - . .) mit

1 falls (i,7j) = « und es gibt ein y < z mit p;(y) =1
1 falls (i,j) =  und es gibt eine Zahl (a,b) < (i, 7)
mit b < j und pp(y) =0 fir alle y <z

Qg (@) = 1 falls (i,7) < z und g jy(y) =0 fiir alle y < z
und p;(z) =1
0 sonst

Die Funktion B ist stetig und berechenbar. Im ersten Berechnungsschritt wird
der Wert g(g,0(0) berechnet.

Im n-ten Schritt werden die Werte ¢;(n) fiir 0 < ¢ < n und die Werte ¢, (x) fiir
0 < 2 < n berechnet.

Definiere A :C B — N durch A(p, (z,y)) :=y.
A ist ebenfalls stetig.

Dann gilt das Folgende:
(Vn > 0)p, # 0¥ = (Vn' > 0)B(po,p1...)(n') # 0¥

a = min{n|p, = 0} = es gibt nur eine Folge
q. in B{po,p1,...) mit ¢; = 0¥ und m(z) = a.

Es ist mdglich, diese Behauptungen durch Induktion zu beweisen.

Sei @ = min{n|p, = 0¥}. Sei z die Zahl mit ¢, in B{py,...,p;) mit ¢, = 0¥
und a = ma(z).

Sei ferner g € LLPOo, .

Dann gllt A<<p1,p2, .. '>5g © B<p17p27 e >>

= A{(p1,pa,-..),2) = a.
Also gilt LLPOso —pm <2 LLPOso . O

42



3.2 Spezielle Probleme

Beweis. (von ,,=—")
Annahme: m > 0 und k£ = 0. Dann ist LLPOs, _j, nicht definiert.
Also ist LLPOso,—ym <2 LLPOy _j, nicht moglich. O

Satz 22 (LLPOs 1 <o LLPOo _y).
LLPOs m <2 LLPO, _k, gdw. m =0 oder k > 1.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie der Beweis von Satz 19. O
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3.2.6 LLPO.

Definition 22 (LLPOy ).
Sei LLPO o die Menge aller Funktionen f mit

Def(f) = {{(p1,p2,...) | es gibt unendlich viele Zahlen k und | mit
pr = 0% und p # 0“}
und f((p1,p2,...)) =k fir ein k mit p, = 0“.
Satz 23 (LLPOs oo < LLPOs ).
LLPOu oo < LLPOs i gdw. k > 1.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie der Beweis von Satz 19. O
Satz 24 (LLPOs,m < LLPOs o).
LLPOus p, £ LLPOy o fiir alle m.

Beweis. Wieder kann dieselbe Technik wie im Beweis von Satz 19 angewendet
werden.

Aber diesmal miissen wir mit der Funktion B unendlich viele Folgen gleich 0%
und unendlich viele Folgen ungleich 0“ erzeugen.

Eine Idee, dies zu erreichen, ist es, eine Nullfolge und dann eine Folge ungleich
0“ unendlich oft fiir eine Nullfolge an der niedrigsten Position zu erzeugen.

Definiere B :C BY — B* durch B{py,...) := (qo,q1, - - .) mit

falls (i, 7) = = und es gibt ein y <  mit p;(y) =1
1 falls (i,7) = « und es gibt eine Zahl (a, b) < (i, 7)
mit b < j und pp(y) =0 fir alley <z

Qi) () = und ¢ ist ungerade
1 falls (i,7) <z und g ;) (y) = 0 fiir alle y < =
und p;(z) =1
0 sonst

Die Funktion B ist stetig und berechenbar. Im ersten Berechnungsschritt wird
der Wert q0,0)(0) berechnet.

Im n-ten Schritt werden die Werte ¢;(n) fiir 0 < ¢ < n und die Werte ¢, (z) fiir
0 < 2 < n berechnet.

Definiere A :C B — N durch A(p, (x,y)) :=y fir p € B,z,y € N.
A ist ebenfalls stetig.

Dann gilt das Folgende:
(V0 < n)p, # 02 = (Y0 < ') Blpo,p1 ...} (') # 0%

a = min{n|p, = 0“} = es gibt unendlich viele Folgen
q. in B{(po,p1,...) mit ¢; = 0¥ und m2(z) = a und unendlich viele Folgen ¢, in
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B(po,p1,...) mit ¢, # 0¥ und m2(z) = a.

Sei a = min{n|p, = 0“}. Sei z eine Zahl mit g, in B{(pg,p1,...) mit g, = 0¥
und a = ma(2).

Sei ferner g € LLPO -

Dann gilt A((po,p1,--.), 90 B(po,p1,.-.))

= A{(po, p1,.-.),2) = a.
Also gilt LLPOuo,—m <9 LLPOs 0. O

Satz 25 (LLPOs 0o £ LLPO, ).
LLPOy 0o < LLPO, ist falsch fiir alle | und k.

Beweis. Angenommen LLPOy oo < LLPO, ;. Nach Satz 24 gilt LLPOs 1 <
LLPOy  fiir alle m > 1. Sei m > k. Die Transitivitdt von <, impliziert
LLPOu pm < LLPO .

Aber das ist nicht wahr nach Satz 18.

Also ist LLPOy o < LLPO, ), nicht wahr. O]

Satz 26 (2 <g LLPOw ).
Q<9 LLPOs -

Beweis.
Q <9 LLPOs oo
Definiere B :C B — B durch

1 falls j =2-i+1und [[p]]; =0
1 falls j =2 und [[p]; # 0
B(p){(j.i) =41 falls j <24 und [[p]]; # 0
und [[p]]—1 = 0’
0 sonst

Die Funktion B ist stetig und berechenbar. Im ersten Berechnungsschritt wer-
den die Werte B(p)(0,0) und B(p)(0, 1) berechnet.

Im n-ten Berechnungsschritt werden die Werte B(p)(2n,i) und B(p){(2n + 1,4)
fir 0 < i < n und die Werte B(p)(2i,n) und B(p)(2i + 1,n) fir 0 < i < n
berechnet.

Definiere A :C B — N durch

0 falls x gerade

Alp,x) =
b, ) {1 falls z ungerade
fiir p € B,z € N. A ist ebenfalls stetig.

Dann gilt das Folgende:

p=0"—=
(Vn > 0)B(p)(2n) = 0%
und (Vn > 0)B(p)(2n+ 1) = 0"10%
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p =010 =
(Vn > i)B(p)(2n) = 0"10%
und (Vn >4)B(p)(2n+1) = 0¥
und (Vn < 4)B(p)(2n) # 0¥
und (Vn < 4)B(p)(2n + 1) # 0¥

Es ist mdglich, diese Behauptungen durch Induktion zu beweisen.

Falls p = 0¥ und g € LLPO , dann ist go B(p) gerade und A(p,goB(p)) = 0.
Falls p # 0¥ und g € LLPOy , dann ist go B(p) ungerade und A(p, goB(p)) =
1.

Also gilt Q <3 LLPOs -

LLPOs,00 %2 2

Ahnlich wie im ersten Teil des Beweises kann man M LPO,, <, LLPO o fiir
alle n > 2 nachweisen. Aus LLPOq o <2 §) wiirde dann M LPO,, <, Q2 folgen,
was aber an fritherer Stelle widerlegt wurde. O

Zusammenfassend gelten folgende Beziehungen:
Satz 27.

® LLPOy m < LLPOy o fir alle m

® LLPOy oo < LLPOy ist falsch fir alle | und k

o LLPO, ,» < LLPOy  fir alle n,m € N

® LLPOu oo £ LLPOy  ist falsch fiir alle k € N

® LLPOy oo < LLPOy

Die noch fehlenden Beweise sind einfach. Es fallt auf, dass auch hier die
Formeln von Satz 15 anwendbar sind:

e m < oo und m(oo div 0o0) + min(oco mod oo,m) =m + 0 < oco.

e 0o < k ist fiir kein k € N erfiillt.

e m < oo und m(oo div n) + min(co mod n,m) =m - oo + 0 < co.
e o0 < k ist fiir kein k € N erfiillt.

e 00 < 0o und co(oo div 00) + min(oco mod oo, 00) = 0o + 0 < co.

Somit kann man verallgemeinern:
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Definition 23 (LLPO,, ,, verallgemeinert).
Fiir alle co > n > m > 0 sei LLPO,, ,, die Menge aller Funktionen f mit

Def(f) ={(p1,p2,...,pn) |es gibt hichstens m Zahlen j mit p; # 0*}
und ein k mit p, = 0}

bzw. Def(f) = {(p1,p2,...) |es gibt hochstens m Zahlen j mit p; # 0~}

und unendlich viele Zahlen k mit p, = 0}

und f(p1,p2,...,pn) =k bzw. f{p1,p2,...) =k fir ein k mit p, = 0%.

Satz 28 (LLPO,, ,, <o LLPO, verallgeinert).
Seico>n>m>0undoo>1>k>0.

Dann gilt LLPO,, y, <o LLPOy,

< m = 0oderm = n = loder(m < k und k > m(l divn) +
min(l mod n,m)).
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3.2.7 LLPO*>

Definition 24 (LLPO).
Sei LLPO® die Menge aller Funktionen f mit

Def(f)={{i,p1,p2,...,pi) | es gibt hochstens eine Zahl k
mit pr, # 0¥ und i > 2 und k < i}
und f({(i,p1,D02,-..,p0i)) := k fir ein k mit pp = 0% und k < i.

Satz 29 (LLPO,,; < LLPO®).
LLPO,; < LLPO® fiir alle n.

Beweis. Sei B definiert durch B{(p1,p2,...,pn) := (n,{p1,D2,...,pn)) und A
durch A{p,q) :=q.
Sei f € LLPO>. Dann gilt

A<p17p27'"7pn7foB<p1»p27~"7pn>>
= foB<plap27"'7pn>
= f<n7 <p17p27' .. apn>>

fiir alle (p1,p2,...,pn) € B. Also gilt LLPO,,; < LLPO® fiir allen >0. O

Satz 30 (LLPO*> £ LLPO,,,).
LLPO* < LLPO,,; ist falsch fir alle n > 2 und wahr fir n = 2.

Beweis. Definiere B durch B(i, (p1,...,p;)) := (p1,D2)
und A durch A{g,z) := x. Sei g € LLPOs ;.

Dann gilt A((7, (p1,...,pi)), g0 B{i,(p1,-..,pi)))

=go° B<Z7 <p17 s 7pl>> = g(<p1ap2>)
fiir alle (4, (p1,...,p;)) € B. Also gilt LLPO* < LLPOs ;.

Annahme: LLPO*> <, LLPO,,; fiir n > 2.

Nach Satz 29 gilt LLPO,; <9 LLPO>.

Dann folgt LLPO31 <o LLPO,,; wegen der Transitivitit von <s.

Aber fiir n > 2 ist das nicht richtig nach Satz 3. O

Satz 31 (LLPOy < LLPO%).
LLPO+ < LLPO.

Beweis. Sei B :C B — B definiert durch B(p1, pa,...) := (2, {p1,p2))
und A :C B — N durch A(p,z) := z.
Sei f € LLPO™. Dann gilt

A{{p1,p2,...), f o B{p1,p2,...))
= foB{p1,p2,...)
= f<2’ <p1,p2>>

fiir alle (p1,pa,...) € B. Also gilt LLPO,, < LLPO®. O
Satz 32 (LLPO® £ LLPO,).
LLPO®> < LLPO, ist falsch.
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Beweis. Angenommen LLPO*> < LLPO.

Nach Satz 29 gilt LLPO,,; < LLPO®.

Dann gilt LLPO,,; <9 LLPO. wegen der Transitivitit von <s.

Aber das ist falsch nach Satz 10.

Also gilt LLPO*® £9 LLPO. O
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3.3 <y-Reduzierbarkeit auf PO,

Wir mochten uns mit speziellen Problemen beschéftigen, um das LL PO-Problem
zu verallgemeinern:

Definition 25. Sei Sy definiert durch Sy := {0“} U 0*10%.

Definition 26. Sei PO,, die Menge aller Funktionen f : ST — N mit der
Eigenschaft

(pi=0% <= ¢q; =0% fiir alle 1 <i<n)
:>f(pl>7pn):f((haaqn)

Also héngt der Wert einer Funktion f € PO, nur davon ab, welche Argu-
mente Nullfolgen sind und nicht davon, welche Position eine 1 in einer Folge hat.

Fiir das Folgende definieren wir eine Relation ,,<”.

Definition 27. Auf {0,1} x {0,1} definiere < durch
1R = 1<
Auf {0,1}™ x {0,1}™ definiere < durch
(i1, e yin) X (J1y. -y dn) = ik < jg fiir alle 1 <k < n.
Auf P({0,1}™) x P({0,1}™) definiere < durch
M =< N <= fiir jedes x € M gibt es ein y € N mit z < y.

< wird definiert durch

r<y<~==zcyundzFy
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3.3.1 Beschreibung von totalen Funktionen durch charakteristische
Muster

Zunichst konzentrieren wir uns nur auf totale Funktionen f € PO,,.

Die Funktionswerte dieser Funktionen hingen nur davon ab, welche Einga-
befolgen Nullfolgen sind und welche nicht. Wenn in einer der Eingabefolgen ein
Wert ungleich 0 auftaucht, dann ist es gleichgiiltig, an welcher Stelle.

Um es einfach zu machen, betrachten wir erstmal nur totale Funktionen mit
einem Funktionswert (Funktionen im iiblichen Sinn). Diese Funktionen haben
exakt einen Wert fiir jede Eingabe. Partielle Funktionen werden spater diskutiert
und danach Funktionen mit mehr als einem Wert (mehrwertige Funktionen).

Totale Funktionen f € PO,, konnen einfach beschrieben werden, in dem man
alle Funktionswerte fiir die verschiedenen Eingaben aufzihlt. Da es nur darauf
ankommt, ob die Eingabefolgen Nullfolgen sind oder nicht, kénnen wir den Typ
der Eingabe durch ein Bitmuster beschreiben. Das Muster 001 zum Beispiel soll
bedeuten, dass die ersten beiden Folgen Nullfolgen sind und die letzte nicht. Die
Funktion ¢p soll dieses Bitmuster liefern, z.B. beschreibt ¢p(p1, p2, p3) = 001 das
obige Beispiel.

Definition 28. Die Funktion cp : ST — {0, 1}™ ist definiert durch

0 falls p; = 0%
1 sonst

ep(p1y. -y pn)(i) = {

Wenn wir die verschiedenen Bitmuster als Bindrzahlen betrachten, sie sor-
tieren und die Funktionswerte einer Funktion f € PO, in dieser Reihenfolge
aufzdhlen, konnen wir f exakt beschreiben. So soll ¢p(f) = (0,1,4,0) das glei-
che bedeuten wie die ldngere Beschreibung f(p1,p2) = 0, falls ep(p1,p2) = 00,
f(p1,p2) = 1, falls ep(p1,p2) = 01, f(p1,p2) = 4, falls ep(p1,p2) = 10 und
f(p1,p2) =0, falls ep(p1,p2) = 11.

Definition 29. Die Funktion cp : PO,, — N?" ist definiert durch

ep(f)(@) := j gdw. f(p1,...,pn) = J fir bin(cp(py,...,pn)) =1,

wobei bin definiert ist durch bin(w) := Y1 w(i)-2""" fiir w € {0,1}* und
n = Lange(w).

Um {iber die Reduzierbarkeit von f auf g zu entscheiden, ist es nicht von
Interesse, welche speziellen Werte die Funktion hat. Aus einer endlichen Menge
von Werten der Funktion g konnen andere Werte berechnet werden. Z.B. ist die
konstante Funktion mit dem einzigen Wert 0 stetig genauso wie die konstante
Funktion mit dem Funktionswert 1. Oder die Funktion f mit ep(f) = (0,0,1,1)
ist dquivalent zu g mit ep(g) = (3,3,1,1).

Es ist nur von Interesse, ob es gleiche Funktionswerte fiir unterschiedliche
Eingabemuster gibt und welche von ihnen gleich sind.

Dafiir wird der Begriff des Funktionentyps definiert.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Definition 30 (Funktionentyp). Auf den Funktionen in PO, wird durch =,
definiert durch f = g gdw.

f(pla,pn):f(qlavqn)@g(pla7pn):g(Q177qn)

fiir alle p; € B und ¢; € B, 1 < i < n, eine Aquivalenzrelation definiert.

Eine Aquivalenzklasse nennen wir einen Funtionentyp.

Wir sagen, dass zwei Funktionen f € PO,, und g € PO,, vom selben Typ sind,
gdw. f und g zur selben Klasse gehdren.

Wir bezeichnen eine Klasse meistens durch Angabe eines Vertreters, z.B.
steht das Muster 0113 fiir den Funktionentyp, der auch die Funktionen mit dem
Muster 2339, 0991 usw. enthélt.

Es gibt nur endlich viele Typen von Funktionen bei einer gegebenen Stellig-
keit.

Beispiel 11. Es gibt nur einen Typ einer totalen null-stelligen Funktion:

Nr | Typ
1 0

Beispiel 12. Es gibt zwei Typen einer einstelligen totalen Funktion:

Nr | Typ
1 01
2 00

Beispiel 13. Es gibt 15 Typen von zweistelligen totalen Funktionen:

Typ
0000
0003
0020
0100
0111
0022
0101
0110
0023
0103
0120
0113
0121
0122
0123

==
2| 2o~ o e | wofro| =] Z

[y
[\

—
w

—
B

—
ot
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3.3.2 Reduzierbarkeit von totalen Funktionen

Wir werden jetzt die Reduzierbarkeit auf totalen Funktionen untersuchen.

Fiir die Funktionen ohne Argument gibt es nur einen Funktionentyp:

Beispiel 14. Reduzierbarkeit unter nullstelligen Funktionen:

Klasse | Typ
1 0

Dieser Funktionstyp bildet die einzige Aquivalenzklasse, die Klasse der konstan-
ten Funktionen.

Beispiel 15. Fiir einstellige Funktionen gibt es zwei Aquivalenzklassen.

Fiir cp(f) = (0,0) und ep(g) = (0,1) gilt f <2 g und g %2 f, da f stetig
ist und g nicht. Eine Tabelle der Funktionstypen mit absteigendem Grade der
Unstetigkeit sieht folgendermafsen aus:

Klasse | Typ
1 01
2 00

Fiir mehrstellige Funktionen mit zwei Argumenten gibt es 4 Aquivalenzklas-
sen von Funktionen, wieder mit absteigendem Grade der Unstetigkeit:

Beispiel 16. Reduzierbarkeit unter 2-stelligen Funktionen:

Klasse Typen
1 0123 | 0113 | 0122 | 0023 | 0103 | 0121
2 0100 | 0110 | 0020 | 0120
3 0101 | 0022 | 0111 | 0003
4 0000

Beispiel 17. Reduzierbarkeit unter 0-, 1- und 2-stelligen Funktionen:

Klasse Typen
1 0123 | 0113 | 0122 | 0023 | 0103 | 0121
2 0100 | 0110 | 0020 | 0120
3 0101 | 0022 | 0111 | 0003 | O1
4 0000 | 00 0

Im néchsten Abschnitt wird ein Algorithmus présentiert, um eine Antwort
auf die Frage zu berechnen, ob eine Funktion reduzierbar auf eine andere ist
oder nicht.

Die Aquivalenzklassen in den obigen Beispielen sind mit diesem Algorithmus
berechnet worden.
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3.3.3 Entscheidungsalgorithmus fiir die Reduzierbarkeit von totalen
Funktionen

Es erhebt sich die Frage, ob es moglich ist, die Reduzierbarkeit einer Funktion
f € PO,, auf eine andere Funktion g € PO,, zu entscheiden.
Die Antwort ist positiv. Hier ist ein Algorithmus:

Zunichst baue einen Baum fiir die <-Relation der Bitmuster der Eingabe
von f auf.
In diesem Baum kann ein Muster y mehr als einmal auftauchen, da es mehr
als ein Muster = geben kann, welches Préfix von y ist. Z.B. gilt 01 < 11 und
10 < 11. So wird 11 als Sohn des Knotens 01 und ebenso als Sohn von Knoten
10 vorkommen.

11 11

Abbildung 4: Baum der Eingabemuster

Dann ordne allen Knoten die Bitmuster der Eingabe von g zu, z.B.

00—00

0110 0—10

1111 1110

Abbildung 5: Labeling des Baums

Diese Zuordnung (Labeling) hat die Einschrinkung zu respektieren, dass
jedes Label eines Knotens zu allen Labeln der S6hne und Nachfolger in der <-
Relation stehen muss.

Dann ordnen wir jedem Bitmuster der Argumente von f die Menge von allen
Labeln von Knoten fiir dieses Muster im Baum zu. Wir nennen diese Mengen
Labelsets.
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cp(p) | labelset(p)
00 {00}
01 {10}
10 {10}
11 {11,10}

Dann miissen wir die folgende Regel fiir alle Muster von Folgen p und ¢
testen.
Da alle Folgen mit demselben charakteristischen Muster die selben Funktions-
werte haben, schreiben wir f(i) = ¢ statt f(p) = ¢ fiir alle p mit ¢p(p) = i oder
ep(f(i)) = j statt ep(q) = j fiir alle ¢ mit f(p) = ¢ und cp(p) = .
Die Menge der Funktionswerte g(labelset(4)) soll labelsety (i) genannt werden.

Regel 1. Wenn i < j und f(i) # f(j), dann gilt labelset (i) Nlabelset,(j) = 0.

Wenn diese Regel nicht erfiillt ist fiir ein Paar 4, j, dann muss eine andere Zu-
ordnung mit Bitmustern getestet werden. Wenn die Regel erfiillt ist, dann ist
f <2 g wahr. Wenn alle Zuordnungen ohne Erfolg getestet werden, dann ist
f <4 g falsch.

Beispiel 18. Sei cp(f) = (0,1,2,3) und ¢p(g) = (0,3,3,4). Dann ergibt das
Labeling der Abbildungen oben das folgende Resultat:

i | f(i) | labelset(i) | labelsety (i)
00 | 0 1007 10

01 ] 1 {10} {3}

0] 2 {10} {3}

1| 3 | {11,10} (3.4]

Dann gilt 10 < 11 und f(10) = 2 # f(11) = 3. Aber wegen g({10}) = {3}
und ¢({10,11}) = {3,4} erhalten wir g({10}) N ¢g({10,11}) = {3} # 0. Damit
ist die Regel nicht erfiillt. Aber mit einer anderen Zuordnung ist es moglich, die
Regel zu erfiillen:

t | f(2) | labelset(i) | labelsety (i)

00| 0 {00} {0}

01 1 {01} {3}

10| 2 {10} {3}

| 3 {11} {1}
Vergleich von allen Paaren ¢, j mit ¢ < j:
i | f@) | J | f(4) | labelset(i) | labelset,(i) | labelset(j) | labelsety())
00| 0 |01 3 {00} {0} {01} {3}
0] 0 [10] 3 {00} {0} {10} (3}
00| 0 |11 4 {00} {0} {11} {4}
01| 1 [11] 4 {01} (3} {11} {1}
0] 2 |11 4 {10} (3} {11} {1}

In diesem Fall sind f(¢) und f(j) in allen Féllen ungleich. Aber labelset ()N
labelsety(j) = 0 in jedem Fall. Also gilt f <, g.
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Hier ist der Algorithmus zum Testen der Reduzierbarkeit zwischen totalen
Funktionen in PO,, und PO,,:

Algorithmus 1.

program compare
Input: n := number of arguments of f
m := number of arguments of g
# the function values of f
for i := 0 to 2™ — 1 begin
£00) = ep(£)(3)
end
g the function values of g
for i := 0 to 2™ — 1 begin
9(i) = cp(g)(i)
end
Output: true, if f <5 g
false, if f £L2 g

begin
fn=2"-1
g n:=2"—-1

f create the tree ¢
counter:=0
create _tree (t,0")

f labeling of the tree ¢
red:=false
label tree (t)

# output of the result
output red
end

procedure create tree (t,content)
f creates a node t with content and sons, in which
f each 0 in the content will be replaced by a 1
begin
create a new node and let ¢ point to it
counter:—counter+-1
t.argument:—content
t.counter:—counter
for all ¢ with content(i) = 0 do
f replace the 0 at place ¢ with 1
content2 := content or ('~ 11(ten(content)—i
create_tree (s,content2)
t.sohn; :=s
od
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end

procedure label tree (s)
ff creates recursively a label for every node in the tree
begin

fori:=0tog ndo

if father(s) does not exist or father(s).label < i then

s.label:=i

if s.counter=counter then
if test(t)=true then red:=true fi

fi

for i:=1 to number of sons of s do

label tree (s.son;)
od
fi
od
end

function test(t)
begin
g initialization of the sets of labels
fori:=0tof ndo
labelsety(i) == 0
od
f# computation of the sets of labels
collect(t)
f testing the rule
test:—true
for j;7=1tof ndo
fori:=0toj—1do
if rule(i,j)=false then test:=false
od
od
return test
end

procedure collect(s)
f computation of the sets of labels
begin

labelset 4(s.argument) := labelset,(s.argument) U g(s.label)

for i:=1 to number of sons of s do
collect(s.son;)
od
end

function rule(i,j)
f testing the rule
gifi < jand f(i) # f(4)
f then labelsety (i) and labelset,(j) have to be disjoint
begin
rule:=true
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if i < jand f(i) # f(j) then
if labelsety(i) N labelsety(j) # O then

rule:—false
fi
fi
return rule
end

Das Programm berechnet zuerst f n und g_n. Das sind die Anzahlen aller
moglichen charakteristischen Muster fiir die Eingaben der n-stelligen Funktion
f und der m-stelligen Funktion g, um 1 dekrementiert.

Dann wird der Baum fiir f rekursiv aufgebaut. Jeder Knoten enthilt danach
ein passendes charakteristisches Muster fiir Eingaben von f.

Dann wird die Variable red mit false initialisiert. Darauf wird die Prozedur
label _tree(t) aufgerufen. Dabei ist ¢ beim Aufruf eine Referenz auf die Wurzel
des Baums. Die Prozedur probiert fiir den aktuellen Knoten alle charakteri-
stischen Muster fiir Eingaben der Funktion g aus, wobei die <-Relation zum
Vaterknoten iiberpriift wird.

Wenn alle Knoten mit einem label versehen sind, wird die Funktion test
aufgerufen. Diese erzeugt zu jedem Knoten ¢ die Menge labelset, (1), das ist die
Menge aller label zu dem charakteristischen Muster ¢ im Baum. Das erledigt die
Prozedur collect. Dann wird eine Variable test auf true gesetzt.

Dann findet der eigentliche Test zwischen allen charakteristischen Mustern
statt, wobei die Funktion rule aufgerufen wird. In dieser wird die Regel imple-
mentiert. Falls in einem Fall die Regel nicht erfiillt wird, wird die Variable test
auf false gesetzt.

Wenn test den Wert false zuriickgibt, dann probiert die Prozedur label _tree
rekursiv das néchste Labeling. Wenn der Wert true zuriickgegeben wird, dann
wird red auf true gesetzt. Sind alle moglichen Labelings ohne Erfolg probiert
worden, behélt red den Wert false.

Dieser Inhalt von red wird schlieflich im Hauptprogramm ausgegeben.
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3.3.4 Beweis der Korrektheit des Algorithmus fiir totale Funktionen

Wir wollen jetzt die Korrektheit von Algorithmus 1 beweisen. f <, g bedeutet,
dass es stetige Funktionen A und B gibt mit

f(p1,.. o) = A(p1, .- Pnsg o B(p1, .-, pn)

fiir alle p1,...,p, € B.

Zunichst merken wir an, dass das Labeling des Baums die Aufgabe hat, die
stetige Funktion B zu berechnen. Aber es gibt dabei einige Restriktionen. Wir
haben zu zeigen, dass diese Restriktionen beachtet werden kdnnen.

Zunichst definieren wir die Funktion arr, die nicht nur die Information lie-
fert, welche Folgen Nullfolgen sind (wie die Funktion ¢p), sondern auch in wel-
chen Folgen ein Wert ungleich 0 zuerst auftritt. In einem spéteren Abschnitt
wird ein Beispiel gegeben, in welchem gezeigt wird, dass nicht nur das cha-
rakteristische Muster ¢p der Eingabefolgen, sondern die Information iiber die
Reihenfolge, in der die Einsen in den Folgen erscheinen, eine Rolle spielt. Diese
Information liefert die Funktion arr.

Definition 31. Definiere arr durch
0 falls p; =0¥
arr(py,...,pn)(i) == Q k  falls es k — 1 Folgen p; gibt mit
pj < p; oder (p; =p; und j < i)
fiir alle py,...,p, € {0,1}%.

Beispiel 19. arr(00010¥,0¢,010¥) = (2,0, 1).
arr(10¥,10%,0) = (1,2, 0).

Wir erweitern die Definition auf endliche Folgen:
Definition 32. Definiere arr durch
0 falls p; = 0% oder p; = 0™ fiir ein m € N
arr(pi,-..,pn)(i) ==k falls es k — 1 Folgen p; gibt mit
pj < p; oder (p; =p; und j <1i).

fiir alle p1,...,p, € {0,1}* U {0, 1}*.
Beispiel 20. arr(00010,0%,010) = (2,0,1).
arr(10“,100,0) = (1,2,0).

Fiir arr kénnen wir eine <-Relation definieren:

Definition 33. arr(pi,...,pn) S arr(qi,...,qn)

gdw. arr(pi,...,pp) =c1...cq und arr(qy,...,qn) =di ...d,

und ¢; < d; fir alle 1 <i <n.

arr(p1y ..., pn) < arr(qi, ..., qn)

<= arr(p1y. .., pn) S arr(qr, ..., qn) und arr(pr, ..., Pn) # arr(qi, ..., qn)

Wir beweisen zwei Lemmas:

Lemma 3. Wenn f <5 g, dann findet der Algorithmus ein Labeling des Baumes,
das die Regel 1 erfiillt.
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Lemma 4. Wenn der Algorithmus ein Labeling des Baumes erzeugt, welches
die Regel 1 erfillt, dann gilt f <5 g.

Beweis von Lemma 3.

Wir haben zu zeigen: Wenn f <, g, dann findet der Algorithmus ein Labeling
des Baumes, das die Regel erfiillt.

Falls f <5 g, dann gibt es stetige Funktionen A und B mit f(p1,...,pn) =
A(ph -e-yPn,go B(ph s 7pn))

Wir miissen zeigen, dass der Algorithmus mindestens ein Labeling erzeugt, wel-
ches die Regel erfiillt.

Wir zeigen, dass es stetige Funktionen A’ und B’ gibt mit den folgenden
Eigenschaften:

1. B'(p1,...,pn) = B'(q1,-..,qn) fir alle p1,...,p, und ¢, ..., q, mit
arr(piy...,pn) = arr(qu, ..., qn) (B’ hdngt nur von arr ab)

2. A(p17 ey Pn,go B(p17 e >pn)) = A/(p17 e yPn,go B/(pla e 7pn))
fiir alle p1,...,pn (A" und B’ verhalten sich zusammen wie A und B)

3. Fiir alle py,...,p, gibt es p},...,p} mit
arr(py,...,pt) = arr(p1,...,pn) und
ep(B(pt,...,p5)) = ecp(B'(p},...,pk)) (es gibt eine Eingabe, fiir die sich
B’ verhilt wie B)

Diese Funktionen werden rekursiv definiert.

Induktionsanfang:

Sei (p1,...,pn) = (0¥,...,0¥). Daraus folgt arr(p1,...,pn) = cp(P1,...,Pn) =
(0,...,0).

Sei f(ph?p'n) = ( D1, ~"7pnagOB(p17"'apn)) =k

Sei go B(p1,...,pn) =K.

Dann gilt f(pl,.. ,0n) = A(p1,- - 00, k') = k.

Sei cp(B(p1,.--,pn)) = (c1,...,¢n) = K(0,...,0).

Definiere B’ durch B'(p1,...,pn) := (¢10%,...,¢,0¥).

B’ ist stetig auf {(0%,...,0%)}.

Definiere A’ durch A’(ql, ey Qn, k') =k fur alle ¢1,...,q, € B.

A’ ist stetig auf {(q1,..-,qn, K)|q1,. .., qn € B}.

Dann gilt f(p1,...,pn) = A(P1,---sPn,9° B(p1,-..,pn))

= A(plv ce oy Pn, k/) = Al(pl, <5 Pns k/) = A/(pla <oy Pn,go B/(ph cee ,pn))
Somit ist die zweite Eigenschaft erfiillt.

Die erste Eigenschaft ist trivialerweise erfiillt, und die dritte auch.

Induktionsschluss:

Seien nun A’ und B’ definiert fiir pq,...,p, mit arr(pi,...,pn) = (¢1,...,¢n)
und max(c,...,c,) = j—1 < n. Das bedeutet, dass es j—1 Folgen in py, ..., py,
gibt, die ungleich 0“ sind.

Nach Induktionsannahme gibt es p3,...,pJ mit arr(pi,...,p5) = (c1,...,¢n)

und cp(B(p7, ..., py)) = cp(B'(p1,- .., P}))-

Seien Py, ..., P, Tupel mit (P;0%,..., P,0%) = (p%,...,p}).

Fir1 <i<nsei(e,...,e,) ein Muster mit ¢; =0und 0 < ¢; = j und ¢, = e,
fir alle 1 <r <nund r # 1.
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Das bedeutet, in pq,...,p, taucht eine neue 1 in Folge p; auf, und die anderen
Folgen bleiben unverédndert.

Es gibt ein Muster K mit ¢p(B(q1,-..,¢n)) = K =: K(eq,...,ey) fiir unendlich
viele z € N mit (P,0%,...,P,0%) C (q1,...,qn) und

arr(qi,-..,qn) = (e1,...,€n), da es nur endlich viele unterschiedliche Werte fiir
cp(B(q1;-- -+ qn)) gibt.

Sei y := K — cp(B(pi,....}))."
Nach Umbenennung von B’ in B* erweitere die Definition von B* durch
B'q1; -5 an)(0)(5)

B*'(ql7 ooy qn) (@) (g)  falls arr([[¢1])ss - -+ [anlli) = (e1, .-+ cn)

y(5) falls arr([[g1]]is - - - [lan]ls) = (e1,.. ., €n)
= und arr({[q1]li-1, - -, [[gn]li-1)
=(c1,-.-,Cn)
0 sonst.

Dann ist B’ stetig auf {(q1,...,qn)|arr(q1,...,qn) 2 (€1,...,€n)}
und ep(B'(q1,...,qn)) = K fir arr(q1,...,qn) = (€1,...,€n).
Sei K' :=go B'(q1,...,q,) fir arr(q1,...,q,) = K.
Dann gllt f((ha"'aqn):A(qla"'7qnvgoB(Q1a"'aqn))
:A(qlv'”v(J’nagoB/(qlv'"7Qn))
=A(q1y. -, qn, K') fiir arr(q1, ..., qn) = (é1,.-.,€n).

Erweitere die Definition von A’ durch

A(qry. - s qn, K') = flq1,...,qn) fiiralle qq, ..., ¢, mit arr(q1,...,q,) = (e1,...

Dann ist A’ stetig.

Dann gilt ep(B'(q1,...,qn)) = ep(B'(r1,...,m,)) fir alle ¢q,...,q9, und
TlyeensTp it arr(qy, ..., qn) = arr(ry,...,ry) = (€1, ..., €n)-
Somit ist die erste Eigenschaft, erfiillt.

Ferner gilt A'(q1,...,qn, 90 B'(q1,--,qn))
= A/(qla' . 'aQﬂaK/)

:f(q:l))QTL)
:A(qlv"'7Q7LagoB(qla"'vqn))
fir arr(q1,...,qn) = (e1,-..,€n).

Somit ist die zweite Eigenschaft erfiillt.

Und nach Konstruktion gibt es ¢7, ..., ¢ mit arr(qf,...,¢) = (e1,...,€n)

und ep(B(q7, - -, q3)) = ep(B'(4i, - - -, 4))-
Somit ist die dritte Eigenschaft erfiillt.

8Die Subtraktion ist komponentenweise definiert: (a1,...,an) — (b1,...,bn) = (a1 —
bi,...,an —byn)
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Also gibt es eine stetige Funktion B’ mit dem selben Muster fiir alle Fol-
gen mit demselben Wert fiir arr. Die Funktionswerte unter der Funktion g bei
Argumenten mit diesem Muster werden im Labeling des Baums benutzt.

Die Stetigkeit von A’ erfordert, dass f(p1,...,pn) = f(q1,---,qn) oder
goB'(p1,...,pn) #go B'(q1,...,qn), falls arr(p1,...,pn) < arr(qi, ..., qn)-

Dann gilt labelsety(cp(p1, ..., pn)) Nlabelsety(cp(qi, ..., qn)) = 0.
Somit wird die Regel des Algorithmus erfiillt. O

Die stetige Funktion B’ in diesem Beweis kann mit dem folgenden Algorith-
mus berechnet werden:

Algorithmus:

input: sequences p1,...,Pn
output: sequences B'(p1,...,pn)

k:==0

z(0) := (p1(0),...,pn(0))
pattern:=arr(x(0))
result:=K(pattern)
output result

Loop
k=k+1
z(k) == (p1(k),...,pn(k))
pattern:=arr([[z(1)]]x, - . -, [[z(n)]]x)

new:=K(pattern)
result:=new-result
output result
result:=new

end loop

Beweis von Lemma 4.
Wenn der Algorithmus ein Labeling des Baumes erzeugt, das die Regel ein-
hilt, dann ist es moglich, stetige Funktionen B und A zu konstruieren mit

f(p17 s 7pn) = A(p17 <-+yPn>g o B(p17 FE >pn))
Der folgende Algorithmus berechnet die stetige Funktion B.

Algorithmus:

k=0

LL’(O) = (pl(o)a s 7pn(0)>

pattern:=x(0)

t := the first node reached by depth-first-search in the tree
with t.argument=pattern

result:=t.label

output result

Loop
k=k+1
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3.3 <o-Reduzierbarkeit auf PO,,

:L'(k) = (pl(k)v cee 7pn(k))
pattern:=max(pattern, z(k))
t := the first node reached by depth-first-search in the subtree of t
with t.argument=pattern
new:=t.label
result:=new-result
output result
result:=new
end loop

Die Funktion maz im Algorithmus ist komponentenweise definiert:
max((a1,...,an), (b1,...,bn)) := (maz(ay,b1),...,mazx(an,by)).

Es ist ebenso moglich, die stetige Funktion A zu konstruieren. Sie hangt von
dem Labeling ab, das die Regel erfiillt.

Definiere A durch

f(p1,...,pn) falls ein Knoten t durch Tiefensuche
gefunden wird mit
t.argument = cp(p1, - - -, Pn)
Ap1, ... P, k) = und t.label = (e1,...,en)
und g(q1,..-,qn) =k
fir ep(q1, ..., qn) = (€1,...,€n)
div sonst.

Wenn arr(p1,...,pn) <X arr(qy,...,q,) und t1 ist der Knoten fiir (p1,...,pn)
und ¢5 ist der Knoten fiir (g1, ..., q,), dann gilt nach der Regel fiir das Labeling
f(p17 s 7pn) = f(qla cey QTL) oder g(tllabel) 7& g(tQZabel)

Somit ist A stetig.
Weiter gilt nach Definition von A und B
f(pla s 7pn) = A(p17 <eeyPn,go B(pla s 7p7l))

fiir alle py,...,p, € B. O

Aus Lemma 3 und 4 folgt unmittelbar®:

9Fine kleine Auslassung kénnte irritieren: in den Beweisen der Lemmas nehmen wir an, dass
der Wert 1 in einer Folge nach der anderen erscheint, aber mehr als eine 1 kann in verschiedenen
Folgen an gleicher Stelle vorkommen. Die Funktion arr interpretiert in diesem Falle die 1 in
der ersten Folge als das erste Vorkommen und die 1 in der zweiten Folge als das nichste. So
wird das gleichzeitige Vorkommen wie ein Vorkommen nacheinander behandelt. Aber dieses
Vorgehen ist zuldssig. Da die Funktionen in PO, liegen, hingt der Funktionswert nur vom
charakteristischen Muster ab. Wenn die Zahl 1 in zwei Folgen auf einmal auftaucht, gibt es
unendlich viele Eingabefolgen mit dem selben Muster, aber die 1 erscheint nacheinander.
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Satz 33 (Algorithmus fiir die Reduzierbarkeit von totalen Funktionen).

Sei f € PO,, and g € PO,,.

f <2 g, gdw. der Algorithmus ein Labeling des Baumes findet, das die Regel 1
erfillt:

Falls i < j und f(i) # f(j), dann gilt labelset, (i) N labelsety(j) = 0.
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3.3.5 Anzahl der Typen von n-stelligen totalen Funktionen

Es wiire interessant, die Zahl der Aquivalenzklassen von Funktionen in PO,, zu
berechnen. Hier werden wir nur die Anzahl von Funktionstypen berechnen.

Es ist klar, dass die Anzahl von Funktionstypen eine obere Grenze fiir die Anzahl
von Aquivalenzklassen von totalen Funktionen in PO,, bildet. Alle Funktionen
vom gleichen Typ sind reduzierbar aufeinander beziiglich <5. Die Anzahl von
Aquivalenzklassen wird wesentlich kleiner sein.

Aber wenn wir die Aquivalenzklassen beziiglich <, ermitteln wollen, kénnen
wir testen, welche Funktionstypen dquivalent sind. Da ihre Zahl endlich ist,
handelt es sich um ein endliches Problem®°.

Es gibt 1 Typ von totalen null-stelligen Funktionen und es gibt 2 Typen von
totalen 1-stelligen Funktionen, 15 Typen von totalen 2-stelligen Funktionen,
4140 Typen von totalen 3-stelligen Funktionen usw.

Wie viele Typen gibt es im allgemeinen? Es ist moglich, diese Zahl zu be-
rechnen:

Definition 34. Definiere y,; fir n,i € N durch

Yn,0 = 0
Yna =1 fiirn>1
Yn,n ‘= 1

Yn,i =0 fir allei >n
Yn,i =1 Yn—1,i T Yn—1,i—1 fir allen >1i> 1.

Definition 35. Definiere z, durch zy := 1 und

n
Zn = E Yn,i
=1

fiirn > 0.

Das Resultat:

52

203
877
4140
21147
115975

Ne N0 IEN (NN N RN NJUL N O Nen) B
—
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Dann gilt das Folgende:

10Dje Rechenzeit wichst aber vermutlich mit zunehmender Stelligkeit n exponentiell.
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Satz 34 (Anzahl von Funktionstypen).
Die Anzahl von Funktionstypen von totalen Funktionen aus PO, ist zan.

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass y,, ; die Anzahl von Typen von n-Tupeln
mit ¢ verschiedenen Zahlen ist. Fiir y, 1 und y, , ist das klar. Fiir ¢ > n kann es
kein Tupel geben. Wir beweisen die Behauptung fiir die letzte Gleichung durch
Induktion iiber n:

n =1: y;1 = 1 und es gibt nur einen Typ eines 1-Tupels mit einem Wert.
n—=>n+ 1 Ynt1i =1 Yni+ Yn,i—1-

Falls es « (n + 1)-Tupel mit i verschiedenen Zahlen gibt, dann kénnen die er-
sten n Elemente ¢ verschiedene Werte oder nur ¢ — 1 verschiedene Werte haben.
Im ersten Fall kann der letzte Wert irgendeine der 7 verschiedenen Zahlen sein,
im zweiten Fall muss die letzte Zahl eine von den anderen verschiedene Zahl
sein. Die Induktionsannahme sagt, dass es yp,; n-Tupel mit % verschiedenen
Werten gibt und y,, ;—1 n-tupels mit ¢ — 1 verschiedenen Werten. Somit gibt es
i Yn,i + Yn,i—1 (n+ 1)-Tupel mit i verschiedenen Werten.

Nun miissen wir nur bedenken, dass eine Funktion aus PO,, mit n Argumen-
ten 2" verschiedene Eingabemuster besitzt und somit jede Funktion in PO,, 2"

verschiedene Funktionswerte haben kann. Da es 1,2, ...,2" verschiedene Werte
geben kann, ist die Anzahl aller Funktionstypen yon 1 + yan 2 + ... + yan on =
2271 . D

Hier ist ein Algorithmus, mit dem man alle Funktionentypen mit n Argu-
menten erzeugen kann:
Der Aufruf wird gemacht mit

create (2°n-1,0,"").
Algorithmus 2.

procedure create(k,i,v)
Wi=v
for j=0 to i
if j=i or (j appears in v)
then
w:=v & j
if i=k
then
print w
else
create (k,i+1,w)
end
end
next j
end
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3.3.6 Reduzierbarkeit zwischen partiellen Funktionen

Nun soll die Reduzierbarkeit auf partiellen Funktionen untersucht werden.

Auch in diesem Fall konnen die Funktionen einfach beschrieben werden. Es
muss nur ein weiterer moglicher ,,Funktionswert” d fiir div hinzugefiigt werden.
Wir werden ihn manchmal als ,,—” schreiben, um ihn in Tabellen besser von
richtigen Funktionswerten unterscheiden zu kdénnen.

Fiir partielle Funktionen kénnen wir zwischen normaler und strenger Redu-
zierbarkeit (siehe Def. 44-46) unterscheiden. Zunéchst soll die normale Redu-
zierbarkeitsrelation ,,<,” auf partiellen Funktionen betrachtet werden.

Beispiel 21. Es gibt zwei Typen von partiellen null-stelligen Funktionen. Sie
bilden zwei unterschiedliche Aquivalenzklassen.

Klasse | Typ
1 0
2 -

Beispiel 22. Es gibt 5 Typen von partiellen einstelligen Funktionen. Sie bilden
drei Aquivalenzklassen beziiglich <.

Klasse Typ
1 01
2 0- 100 |-1
3 -

Beispiel 23. Es gibt 52 Typen von partiellen 2-stelligen Funktionen. Sie bilden
5 Aquivalenzklassen beziiglich <,.

Klasse Typ

1 0123 | 0113 | 0122 | 0023 | 0103 | 0121 | 01-3 | 0-23
2 0100 | 0110 | 0020 | 0120 | 0-20 | 01-0
3 01-- | 011- | 002- | 010- | 012- | 0-2-
0101 | 0022 | 0111 | 0003 | -122 | --23 | -113 | -121 | -123
0--3 | 0-22 | 00-3 | 0-03 | 01-1 | -1-3
4 -12- -1-- --2- -11- 0--- | 000-
00-0 | 0-00 | 0--0 | 0-0- | 00--
0000 | ---3 | --22 | -111 | -1-1
5 ____

Die Klassen sind absteigend nach dem Grad der Unstetigkeit geordnet. Die
Reduzierbarkeitsklassen aller bisherigen Typen:

Klasse Typ

1 0123 | 0113 | 0122 | 0023 | 0103 | 0121 | 01-3 | 0-23
2 0100 | 0110 | 0020 | 0120 | 0-20 | 01-0
3 01-- | 011- | 002- | O10- | 012- | O-2-
0101 | 0022 | 0111 | 0003 | -122 | --23 | -113 | -121 | -123
0-3 | 0-22 | 00-3 | 0-03 | 01-1 | -1-3 | 01
4 -12- | -1-- | --2- | -11- | 0-- | 000-
00-0 | 0-00 | 0--0 | 0-0- | 00--
0000 | ---3 | --22 | -111 | -1-1
0- 00 -1 0
5 - _ -
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Die Klassen sind wieder absteigend nach ihrer Unstetigkeit geordnet.

Der Algorithmus zum Testen der Reduzierbarkeit auf partiellen Funktionen
ist derselbe wie fiir totale Funktionen, es muss nur die Regel gedndert werden:

Regel 2 (<, fiir partielle Funktionen).
(Falls f(¢) # div, dann div & labelsety(1))
und (falls f(j) # div, dann div ¢ labelset y(j)
und (falls (¢ < j und f(i) # div und f(j) #d
dann labelset (i) N labelsety(j) = 0)

)
i und f(i) # f(5)),

Die Regel im vorigen Algorithmus muss dann durch die folgende Funktion
ersetzt werden:

Algorithmus 3. (fiir normale Reduzierbarkeit auf partiellen Funktionen)

function rule(i,j)
begin
rule:=true
if f(7) # div and div € labelset (i) then
rule:=false
fi
if f(j) # div and div € glabelset(j) then
rule:=false
fi
if i < jand f(i) # div and f(j) # div and f(i) # f(j) then
if labelsety(i) N labelsety(j) # O then
rule:=false
fi
fi
end
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3.3.7 Beweis der Korrektheit des Algorithmus fiir partielle Funktio-
nen

Wir haben die Korrektheit von Algorithmus 3 zu beweisen. Wieder bemerken
wir, dass das Labeling des Baums den Zweck hat, die stetige Funktion B zu
berechnen. Aber es gibt dabei Einschrénkungen. Wir haben zu zeigen, dass
diese Einschrankungen beachtet werden kdnnen.

Wir beweisen zwei Lemmas:

Lemma 5. Wenn f <5 g, dann findet der Algorithmus ein Labeling des Baums,
das die Regel 2 erfillt.

Lemma 6. Wenn der Algorithmus ein Labeling des Baumes erzeugt, das die
Regel 2 erfillt, dann gilt f <5 g.

Beweis von Lemma 5.

Wir haben zu zeigen: Wenn f <5 ¢, dann findet der Algorithmus ein Labeling
des Baums, das die Regel 2 erfiillt.

Wenn f <5 g, dann gibt es stetige Funktions A und B mit f(p1,...,pn) =
A(p1, .- spnygo B(pi,...,pn)) oder f(p,...,pn) = div.

Wir miissen zeigen, dass der Algorithmus ein Labeling erzeugt, das die Regel
erfiillt.

Wir zeigen, dass es stetige Funktionen A’ und B’ gibt mit den folgenden
Eigenschaften:

1. B (p1,.-.,pn) = B'(q1,...,qy) fir alle py,...,p, and ¢, .. ., ¢, mit
arr(p1,...,pn) = arr(qi, ..., q,) (B’ hingt nur von arr ab)

2. A(p17 e apnagoB(ph e 7pn)) = A/(ph' .. 7pn7goB/(p17 e 7pn))
fir alle py, ..., p, mit f(p1,...,pn) # div (A’ und B’ zusammen verhalten

sich wie A und B)

3. Fir alle pq,...,p, mit f(p1,...,pn) # div gibt es p},..., p} mit
arr(pi,...,p5) = arr(p1,...,pn) und
ep(B(pt,...,pk)) = ep(B'(p5,...,pk)) (es gibt eine Eingabe, fiir welche
sich B’ wie B verhilt)

Diese Funktionen werden rekursiv definiert.

Induktionsanfang:

Sei (p1,...,0n) = (04,...,0¥). Also gilt arr(p1,...,pn) = cp(p1,-..,0n) =
0,...,0).

Fall 1:

Sei f(p17 s 7pn) = A(p17 cee 7pn7goB(p17' .. 7p7L) =k.
Sei go B(p1,...,pn)) = k.

Dann folgt f(p1,...,pn) = A(p1,--.,0n, k') = k.

Sei ep(B(p1y-..y0n)) = (c1,...,¢cn) = K(0,...,0).
Definiere B’ durch

(c10¥,...,¢,0%) falls (q1,...,q,) = (0,...,0)
div sonst

B'(q1,...,qn) = {
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B’ ist stetig auf B™.
Definiere A’ durch

k falls | =k’

Aqi, ..., qn,l) =
(@ an:1) {div sonst
fir alle ¢1,...,g, € Bund [ € N.

A’ ist stetig auf {(q1,...,qn,D|q1,.-.,q, € B,1 € N}.
Dann gilt f(p1,...,pn) = A(P1,.--sPn 90 B(p1,...,pn))

= A(ph cee 7p’n7k/) = Al(plv < ey Pn,y k/) = A/(pla e yPn,go B/(ph e 7pn))
Somit ist die zweite Eigenschaft erfiillt.

Die erste Eigenschaft ist trivialerweise erfiillt und die dritte auch.

Fall 2:

Sei f(p1,...,pn) = div.

Definiere K(0,...,0) :=(0,...,0).

Definiere B’ durch B'(q1,...,qn) := (0¢,...,0%) fiir alle ¢1,..., ¢, € B.

B’ ist stetig auf B™.

Definiere A’ durch A'(q1, ..., qn, k) := div fiir alle ¢1,...,¢, € Bund k € N.
A’ ist stetig auf {(q1,...,qn,k)|q1,-..,q, € B}.

Dann gilt f(p1,...,pn) = div=A"(p1,...,pn,g0 B (p1,-..,pn))-

Somit ist die zweite Eigenschaft erfiillt.

Aber sie ist trivialerweise sowieso erfiillt. Da f(p1,...,p,) = div, ist das Resul-
tat von A'(p1,...,pn,g0 B (p1,...,pn)) unwichtig.

Die erste Eigenschaft ist trivialerweise erfiillt, und die dritte auch.

Induktionsschluss:

Nun seien A’ und B’ definiert fiir py,...,p, mit arr(p1,...,pn) = (c1,...,¢n)
mit maz(cy,...,c,) = j—1 < n. Das bedeutet, dass es j—1 Folgen in py,...,p,
ungleich 0™ gibt.

Nach Induktionsannahme gibt es p7,...,p: mit arr(p},...,p5) = (c1,...,¢n)

und cp(B(pi,...,py)) = cp(B'(pi, ..., py)) oder go B(pi,...,p;,) = div.
Seien P, ..., P, Tupel mit (P,0%,..., P,0%) = (p},...,pl).

Fir 1 <i<nsei (e,...,e,) ein Muster mit ¢; =0 und 0 < ¢; = j und ¢, = e,
fir alle 1 <r <nund r #i.
Das bedeutet, in p1,...,p, erscheint eine neue 1 in Folge p;, und die anderen

Folgen bleiben unverdndert.

Es gibt wieder zwei Falle:

Fall 1:

Sei f(q1,---.qn) = A(¢1,---qn,9°© Blq1,...,q,)) = k fiir alle ¢1,...,¢g, mit
arr(qiy .., qn) = (€1,...,€n).

Dann gilt g o B(q1,...,¢n) # div fir alle q1,...,q, mit arr(qi,...,q,) =
(e1,...,6n).

Es gibt ein Muster K mit ep(B(q1,...,qn)) = K =: K(ey,...,e,) fir un-
endlich viele z € N mit (P,0%,...,P,0%) C (q1,...,qn) und arr(qi,...,qn) =
(e1,...,en), weil es nur endlich viele unterschiedliche Werte fiir ep(B(q1, - - -, Gn))
gibt.

Sei y := K — cp(B(p},...,p5)). 1

Die Subtraktion ist komponentenweise definiert: (ai,...,an) — (b1,...,bn) = (a1 —
bi,...,an _bn)
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Nach Umbenennung von B’ in B* erweitern wir die Definition von B* durch
B'(q1,---,a:)(9)(5)

B*(qu; -, qn)(0)(G)  falls arr({[a]]i, - [gnlli) = (cr, - en)

y(j) falls arr([[q1]]i, - -, [[anl]i) = (e1, .- €n)
= und arr([[g1]}i=1s - - - [[an]]i=1)
=(c1,.--,Cn)
0 sonst,.

Dann ist B’ stetig auf B"
und ep(B'(q1,...,q,)) = K fiir arr(q1,...,qn) = (€1,...,€n).
Sei K’ :==goB'(qi,...,q,) fir arr(q,...,q,) = K.
Dann gllt f(QI7 cee 7qn) = A(qla .. 'aq’nagoB(qla .. aQn))

:A(qlv"'7Q7L7goB/(q17"'7qn))
= Alq,...,qn, K') fir arr(qi,...,q,) = K.

Erweitere die Definition von A’ durch
A(q1y ..., qn, K') =k fiir alle g1, ..., ¢, mit arr(q1,...,qn) = (é1,...,€n).

Dann gilt ep(B'(q1,...,q1)) = cp(B'(r1,...,ry,)) fir alle ¢i,...,q, und
T1ye.o, Ty mit arr(qr, ... qn) = arr(ry, ..., ) = (€1,...,€n).
Somit ist die erste Eigenschaft erfiillt.

Weiter gilt A’ (¢1,---,¢n,9° B’ (q1,---,qn))
= A/(QM B aqan/)

:f((h’aqn)
:A(qlv'~'7qnugoB(q17"'7Qn))
fir arr(qr,...,qn) = (€1, -, €n).

Somit ist die zweite Eigenschaft erfiillt.

Und nach Konstruktion gibt es ¢f,...,q" mit arr(q},...,q¢5) = (e1,...,en)

und ep(B(qf, -, q3)) = cp(B'(q, - 45))-
Somit ist auch die dritte Eigenschaft erfiillt.

Also gibt es eine stetige Funktion B’ mit demselben Muster fiir alle Folgen
mit demselben Wert fiir arr. Die Funktionswerte von g fiir Argumente mit diesen
Mustern werden in dem Labeling des Baumes benutzt.

Die Stetigkeit von A’ erfordert, dass f(p1,...,pn) = f(q1,-..,qn) oder
goB'(p1,...,pn) #goB'(qu,...,qn), falls arr(p1,...,pn) X arr(qy, ..., qn).

Dann gilt labelsety(cp(p1, ..., pn)) Nlabelsety(cp(qi, - .., qn)) = 0.

Aber diese Bedingung muss nur erfiillt werden, wenn f(p1,...,p,) # div.

Ferner folgt aus f(q1,...,qn) # div, dass labelsety(cp(qu, - .., qn)) # 0.
Somit ist die Regel des Algorithmus erfiillt.

Fall 2:
Sei f(q1,...,qn) = div fiir alle g1, ..., ¢, mit arr(q1,...,qn) = (€1,...,€n).
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Definiere K(e1,...,e,) :=d.
Nach Umbenennung von B’ in B* erweitere die Definition von B* durch
B'(a1, - qn) () ()

{B*(ql, ceyqn) (@) falls arr([[g1))s, - - -5 [[an]]i) = (c1, -+, cn)
0 sonst.

Dann ist B’ stetig auf {(q1,...,qn)|arr(q1,--.,qn) C (€1,...,€4)}

und ¢p(B'(q1,-.-,q1)) = cp(B'(p1,...,pn)) fir arr(qr,...,qn) = (e1,.--,€n)
und arr(pi,...,pn) = (c1,-..,Cn).

Dann gilt ep(B'(q1,...,q,)) = cep(B'(r1,...,ry,)) fir alle gq,...,q, und
Tly..., T mit arr(qy, ... qn) = arr(ry,...,rn) = (€1,...,€n).
Somit ist die erste Eigenschaft erfiillt.

Ferner gilt f(q1,...,qn) = div

fir arr(q1,.--,qn) = (€1,--.,€p).
Somit ist die zweite Eigenschaft erfiillt und die dritte auch.

Somit gibt es eine stetige Funktion B’ mit demselben Muster fiir alle Folgen
mit dem gleichen Wert fiir arr. Die Funktionswerte von ¢ fiir Argumente mit
diesen Mustern werden im Labeling des Baumes benutzt.

Wegen f(q1,...,qn) = div ist die Regel des Algorithmus trivialerweise er-
fiillt.

Die stetige Funktion B’ kann mit dem folgenden Algorithmus berechnet wer-
den:

Algorithmus:

input sequences p1, ..., pn
k:==0
z(0) := (p1(0),...,pn(0))
pattern:=arr(x(0))
if K(pattern)=d
then result:=(0,...,0)
else result:=K(pattern)

endif

output result

Loop
k=k+1

pattern:=arr([[z(1)]]x, - - -, [[x(n)]]x)
if K(pattern)=d
then output (0,...,0)
else new:=K(pattern)
output new-result
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result:—new
endif
end loop

Beweis von Lemma 6.

Wenn der Algorithmus ein Labeling des Baumes erzeugt, das die Regel er-
fiilllt, dann ist es moglich, stetige Funktionen B und A mit f(p1,...,pn) =
A(p1,...,Pnsgo B(p1,...,pn)) zu konstruieren.

Der folgende Algorithmus berechnet die stetige Funktion B. Er hdngt von einem
Labeling ab, das die Regel erfiillt.

Algorithmus:

k:=0
z(0) := (p1(0),...,pn(0))
pattern:=x(0)
t := the first node reached by depth-first-search in the tree
with t.argument=pattern
result:=t.label
output result
Loop
k=k+1
l‘(k‘) = (pl(k)’ ce 7pn(k))
pattern:=max (pattern, x(k))
t := the first node reached by depth-first-search in the subtree of t
with t.argument—=pattern
new:=t.label
result:=new-result
output result
result:=new
end loop

Hier ist maxz wieder komponentenweise definiert:
max((a1,...,an), (b1,...,bn)) := (maz(ay,b1),...,mazx(an,b,)).

Es ist auch moglich, die stetige Funktion A zu berechnen. Sie hingt wieder
von einem Labeling ab, das die Regel erfiillt.

Definiere A durch A(p1,...,pn, k)

f(p1,...,pn) falls ein Knoten t durch Tiefensuche gefunden wird
mit ep(p1, ..., pn) E t.argument und
t.label = (eq,...,e,) und
f(p1y...,pn) # div und

g(qla"'7qn) = k fiir Cp(Qla---in) = (ela'nven)
div sonst.
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Falls arr(p1,...,pn) =S arr(qi,...,q,) und t; ist der Knoten fiir (p1,...,pn)
und ¢, ist der Knoten fiir (q1,...,qn), dann gilt nach der Regel fiir das Labeling

f(p1,-..ypn) = flqu,-..,qn) oder g(t1.label) # g(tz.label) oder f(p1,...,pn) =
div oder f(qi1,...,q,) = div.
Somit ist A stetig.

Weiter gilt nach Definition von A und B

f(pla"'apn) = A(pl,---,pn,QOB(p1,---,pn)) oder f(pla"'apn) = div
fir alle py,...,p, € B. O

Aus Lemma 5 und 6 folgt unmittelbar:

Satz 35 (Algorithmus fiir die Reduzierbarkeit von partiellen Funktions).
Seien [ € PO,, und g € PO,, partielle Funktionen.
f <s g, gdw. Algorithmus 3 findet ein Labeling des Baumes, das Regel 2 erfiillt:

(Falls f(i) # div, dann div & labelsety(i))

und (falls f(j) # div, dann div & labelset, (7))

und (falls(i < j und f(i) # div und f(j) # div und f(i) # f(5)),
dann gilt labelsety(i) N labelsety(j) = 0)
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3.3.8 Anzahl von Typen von n-stelligen partiellen Funktionen

Es gibt 2 Typen von partiellen null-stelligen Funktionen. Es gibt 5 Typen von
partiellen einstelligen Funktionen und 52 Typen von partiellen 2-stelligen Funk-
tionen.

Wie viele Typen gibt es im allgemeinen? Das kann rekursiv berechnet wer-
den:

Definition 36. Definiere d,, ; durch

dn,O =0
dn,l =1
dpni=n

dp,i =0 fir allei >n
dn,i =1 dn—l,i + dn—l,i—l + Yn—1,i—1 fUT‘ allen >1i > 1.
Die Zahl y,, ; wurde in Definition 34 erklért.
Definition 37. Definiere zp, durch zpy := 1 und

n

ZPn = Z(yn,z + dn,ﬁ)

i=1
fiir n > 0.

Das Resultat:

ZPn

1

2

5

15

52

203
877
4140
21147
115975
678570

QO || U x| W N —=IO|B

[y
(e}

Es gilt das Folgende:

Satz 36. Die Anzahl von Funktionstypen von n-stelligen partiellen Funktionen
18t 2pan.

Beweis. Zunéichst stellen wir fest, dass d,,; die Anzahl der n-Tupel mit ¢ ver-
schiedenen Werten ist, wobei d vorkommt. Fiir d,, 1 und d,, ,, ist das klar'?. Fiir
¢ > n kann es kein Tupel geben. Wir beweisen die Behauptung fiir die letzte

2Das einzige n-Tupel mit einem Wert ist (d,...,d). Und es gibt n n-Tupel mit n unter-
schiedlichen Werten: (d,1,...,n—1),(0,d,2,...,n—1),...,(0,1,...,n —2,d).
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Gleichung durch Induktion iiber n:

n =1:dy; =1 und es gibt nur ein 1-Tupel mit einem Wert d.
n—=n+lidyy1; =1 dn;+dpi—1+Yni-1-

Wenn es x (n+1)-Tupel gibt mit ¢ verschiedenen Werten, dann kénnen die ersten
n Elemente ¢ verschiedene Werte oder nur ¢ — 1 unterschiedliche Werte haben.
Im ersten Fall kann der letzte Wert einer der ¢ verschiedenen Zahlen sein, im
zweiten Fall kann die letzte Zahl n oder d sein, aber n nur, falls die ersten Wer-
te d nicht schon enthalten. Die Induktionsannahme sagt, dass es d,, ; n-Tupel
gibt mit ¢ verschiedenen Werten, einschlieflich d, und d,, ;—; n-Tupel mit i — 1
verschiedenen Werten, einschlieflich d. Somit gibt es ¢ - dy; + dpni—1 + Yn,i—1
(n+1)-Tupel mit ¢ verschiedenen Werten, wobei d mindestens einmal vorkommt.

Nun miissen wir nur noch beachten, dass eine Funktion mit n Argumenten
2" verschiedene Muster von Eingaben hat, und somit jede Funktion in PO,, 2™
verschiedene Funktionswerte haben kann. Da es 1,2, ...,2" verschiedene Werte
geben kann, ist die Anzahl aller Funktionstypen
Yar 1 + d2n,1 + Yan 2 =+ d2n72 + ...+ Yon on + d2n,2n = Zgn.

O
Wenn wir die Funktionen z und zp vergleichen, fillt ein einfacher Zusam-
menhang auf:
Satz 37. z,11 = 2p, fiir alle n € N.
Beweis.
n+1
Zn+1 = Zyn+1,i
i=1

n+1

- Z(i “Yn,i + Yni-1)
i=1
n+1 n+1

= Z(Z : yn,i) + Z(y”’i_l)

= Z(Z . yn,i) + (n + 1) “Yn,nt+1 T Z(yn,z)
i=1 1=0

i=1 i=1

- Z(i'%,iHZ(yn,iHo
= D (i yna) +,

«
|
-
Il

NE

(yn,i) und

Q
Il
_

n

=1
= > (dni) + Y (Yni)-
i=1

i=1
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Somit gilt 2,11 = z2pn,, gdw.

n n

> G yni) =D (dni).

i=1 i=1
Durch Induktion iiber n kénnen wir eine stirkere Gleichung beweisen:
i Yn,i=dp, fir allen,i € N
n=1: Y, = 0= dl,i fiir ¢ > 1 und Y11 = 1= d1,1.
Somit gilt 1-y1; = dy; fiir alle ¢ € N.
n—n+1:

Yngti = 0 Yng T Yni
= % Yui+ (0 —1) Ynio1 + Yni1
©-dp; + dni—1 + Yn,i—1 nach Induktionsannahme

= dpt1,-

Das impliziert folgendes Resultat:

Satz 38. Die Anzahl von Funktionstypen von n-stelligen partiellen Funktionen
15t Zon41.-

Beweis. Der Satz folgt direkt aus den Satzen 37 und 34. O

Es gibt einen Algorithmus, um alle Funktionstypen von partiellen n-stelligen
Funktionen zu generieren:
Der Aufruf erfolgt durch

create_d (2°n-1,0,"").
Algorithmus 4.

procedure create_d(k,i,v)
W=V
for j=0 to i
if j=i or (j appears in v)
then
w:=v & j
if i=k
then print w
else
create_d (k,i+1,w)
end
end
next j
w:=v & "d"
if i=k
then print w
else
create_d (k,i+1,w)
end
end
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3.3.9 Weitere Regeln zum Beweis von Nicht-Reduzierbarkeit

Die Berechnung der Reduzierbarkeitsrelation erfordert viel Rechenzeit. Es gibt
einige einfache Regeln, um Nicht-Reduzierbarkeit zu beweisen, die in einigen
Féllen anwendbar sind:

Satz 39. Seien f € PO,, und g € PO,, totale Funktionen.
Falls es fiir f i verschiedene Werte auf einem Pfad im Baum g¢ibt und fir g
weniger als i Werte auf allen Pfaden, dann ist f <o g nicht wahr.

Beweis. Falls f <5 g, dann gibt es ein Labeling des Baumes fiir f, das die Regel
1 erfiillt. Falls f k verschiedene Werte auf einem Pfad hat und g weniger als &k
verschiedene Werte auf allen Pfaden des Baums, dann miissen auf diesem Pfad
zwei Knoten mit verschiedenen Werten fiir f mit dem selben Label versehen
werden. Wenn die Knoten die Muster ¢ und j haben, dann gilt ¢« < 5 oder 5 <
und f(z) # f(j) und labelsety (i) Nlabelsety(j) # 0. Das ist ein Widerspruch zur
Regel. O

Beispiel 24. Sei ¢p(f) = (0,1,1,2) und ¢p(g) = (0,0,0,1). Dann kann f nicht
reduzierbar auf g sein entsprechend der Regel.

Satz 40. Seien f € PO,, und g € PO,, totale Funktionen.
Falls es fir f i Wechsel von Werten auf einem Pfad des Baums gibt und fiir g
weniger als i Wechsel auf allen Pfaden, dann ist f <, g nicht wahr.

Beweis. Falls f <5 g, dann gibt es ein Labeling des Baums fiir f, das die Regel
1 erfiillt. Falls f k& Wechsel von Werten auf einem Pfad hat und g weniger als k
Wechsel auf allen Pfaden des Baumes, dann miissen auf diesem Pfad zwei Knoten
mit unterschiedlichen Werten fiir f mit dem selben Label versehen werden. Wenn
die Knoten die Muster ¢ und j haben, dann gilt ¢ < j oder j < i und f(i) # f(j)
und labelset, (i) N labelset,(j) # 0. Das ist ein Widerspruch zur Regel. O

Beispiel 25. Sei ¢p(f) = (0,1,1,0) und ¢p(g) = (0,2,2,2). Dann kann f nicht
reduzierbar auf g sein nach der Regel, da es einen Pfad (0, 1,0) fir f gibt und
alle Pfade fiir g das Muster (0, 2,2) haben.

Satz 41. Seien f € PO,, und g € PO,, partielle Funktionen.
Falls es fiir f i verschiedene Werte auf einem Pfad im Baum gibt und fir g
weniger als i Werte auf allen Pfaden, dann ist f < g nicht wahr.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich zum vorigen. O

Beispiel 26. Seien ¢p(f) = (0,1,1,2) und ep(g) = (d,0,0,1). Dann kann f
nicht reduzierbar auf ¢ sein nach der Regel.

Satz 42. Seien f € PO,, und g € PO,, partielle Funktionen.
Falls es fiir f ¢ Wechsel von Werten auf einem Pfad im Baum gibt und fir g
weniger als i Wechsel auf allen Pfaden, dann ist f < g nicht wahr.

Beweis. Der Beweis ist dhnlich wie der vorige. O

Beispiel 27. Seien ¢p(f) = (0,1,1,0) und ep(g) = (0,2,2,d). Dann kann f
nicht reduzierbar auf g sein wegen der Regel, da es einen Pfad (0,1, 0) gibt fiir
f und alle Pfade fiir g das Muster (0,2, d) haben.
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3.3.10 Reduzierbarkeit von mehrwertigen Funktionen

Zum Schluss wollen wir die Resultate auf mehrwertige Funktionen anwenden.
Zum Beispiel kann LL PO, durch ein charakteristisches Muster beschrieben wer-
den: LLPOs = ({1,2},1,2,d)

Das bedeutet LLPOs(p1,p2) € {1,2} fiir ep(p1,p2) = (0,0), LLPOs(p1,p2) =

1 fiir ep(p1,p2) = (0,1), LLPO2(p1,p2) = 2 fiir ep(p1,p2) = (1,0) und
LLPOs(p1,p2) = div fir ep(p1,p2) = (1,1).

In dieser Weise konnen alle mehrwertigen Funktionen beschrieben werden.
Zum Beispiel ist die Funktion f = ({d,1},1,1,{d,1})) eine Funktion, die den
Wert 1 berechnet, aber fiir ¢p(p) = 00 oder ¢p(p) = 11 eventuell kein Resultat
berechnet.

Die Funktionsmenge LLPQO3 hat die Beschreibung:
LLPOs; = ({1,2,3},{1,2},{1,3},d,{2,3},d,d, d)

In der Definition in [Wei92a] wurde LLPO,, definiert als eine Menge von
Funktionen. Somit kann LLPO4 als LLPOs = {(1,1,2,d),(2,1,2,d)} geschrie-
ben werden. LLPO, ist die Menge von zwei Funktionen f; und fo mit ep(f1) =
(1,1,2,d) und cp(f2) = (2,1,2,d). Aber LLPO,, kann auch als mehrwertige
Funktion fiir alle n € N beschrieben werden. Wir benutzen diese Definition,
weil sie die Formulierung der néchsten Algorithmen und der Beweise einfacher
macht.

Fiir die Berechnung der Reduzierbarkeitsrelation von partiellen mehrwerti-
gen Funktionen kénnen wir dieselben Algorithmen wie fiir die Reduzierbarkeit
auf einwertigen partiellen Funktionen verwenden. Aber da die Funktionswerte
Mengen sind, haben wir die Regel zu éndern.

Fiir die Regel benotigen wir eine neue Definition:

Definition 38. Definiere die Funktion fm durch

fm(f)Gx)= [ £0)

127, divg f(5)
x€labelsety(5)

fiir alle Knoten i des Baums.

Der leere Durchschnitt und die leere Vereinigung werden wie iiblich definiert:

ﬂMi =N und UMi =10

€0 €0

Die Regel kann wie folgt formuliert werden. Sie vergleicht nicht zwei Knoten
7 und j miteinander, sie filhrt den Test auf jedem Knoten ¢ einzeln aus.
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Regel 3 (<5 fiir mehrwertige Funktionen).
Falls div ¢ f(i), dann (div & labelset, (i) und (Vx € labelsety (i) fm(f)(i, z) # 0)

Hier ist der Algorithmus zum Testen der Reduzierbarkeit zwischen mehrwer-
tigen Funktionen in PO,, und PO,,:

Algorithmus 5.

program compare
Input: n := number of arguments of f
m := number of arguments of g
# the function values of f
for i := 0 to 2™ — 1 begin
£(0) = ep(£)(0)
end
g the function values of g
for i := 0 to 2™ — 1 begin
9(i) == cp(g)(i)
end
Output: true, if f <5 g
false, if f £L2 g

begin
fn=2"-1
g n:=2m-1

f create the tree ¢
counter:=0
create _tree (t,0")

f labeling of the tree ¢
red:=false
label tree (t)

# output the result
output red
end

procedure create tree (t,content)
f creates a node t with content and sons, in which
f each 0 in the content will be replaced by a 1
begin
create a new node and let ¢ point to it
counter:=counter+-1
t.argument:—content
t.counter:—counter
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for all ¢ with content(i) = 0 do
f replace the 0 at place ¢ with 1
content2 := content or ('~ 110ten(content)=i
create_tree (s,content2)
t.sohn; :=s
od
end

procedure label tree (s)
ff creates recursively a label for every node in the tree
begin
fori:=0tog ndo
if father(s) does not exist or father(s).label < i then
s.Jabel:=i
if s.counter=counter then
if test(t)=true then red:=true
fi
for i:=1 to number of sons of s do
label tree (s.son i)
od
fi
od
end

function test(t)
f initialization of the sets of labels
begin
fori:=0tof n do
labelsety(i) == 0
od
f# computation of the sets of labels
collect(t)
# computation of fm and testing the rule
test:—true
fori:=0tof ndo
if div ¢ f(7) then
for every x € labelset, (i) do
fm(i,x)=1(i)
for j;=0tof n do
if i < j and x € labelsety(j) and div & f(j) then
fmli,z) = fm(i,z) N £())
fi
od
if rule(i,x)=false then test:=false
od
fi
od
return test
end

procedure collect(s)
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f computation of the set of labels
begin
labelsety(s.argument) = labelset 4(s.argument) U g(s.label)
for i:=1 to number of sons of s do
collect(s.son;)
od
end

function rule(i,x)

f testing the rule

#if div & f(i) then div & labelset (i)
tand fm(i,z) # 0

begin
rule:=true
if div & f(i) and div € labelset (i) then
rule:=false
fi
if fm(i,z) =0 then
rule:=false
fi
end

In den Algorithmen zum Testen der Reduzierbarkeit auf einwertigen Funk-
tionen war der Hauptteil

f(i) # f(j) = labelsety(i) Nlabelsety(j) =0

Mit diesem Teil der Regel sollte garantiert werden, dass unterschiedliche
Werte von f fiir Argumente ¢ < j mit Hilfe der Funktion g berechnet werden
kénnen.

Wenn wir diese Regel auf mehrwertige Funktionen {ibertragen, wiirde es
naheliegen, so zu formulieren:

F@) N f(4) =0 = labelsety(i) N labelsety(j) =0

Das wiirde bedeuten, wenn es keinen gemeinsamen Wert in f(¢) und f(j)
gibt, dann wird die Funktion g fiir die Berechnung eines Funktionswertes be-
notigt. Aber das ist nur mdoglich, wenn es keine gemeinsamen Elemente in
labelset (i) und labelsety(j) gibt.

Aber diese Abinderung reicht nicht aus. Der Hauptteil muss folgendermafsen
formuliert werden:

fm(i,x) # 0 fur alle i und z € labelset (i)

Das liegt daran, dass die zuvor vorgeschlagene Regel auf zwei verschiedenen
Pfaden des Baums erfiillt werden kann, aber die Resultate nicht miteinander
vereinbar sind:

Beispiel 28. Sei die Funktion f definiert durch ep(f) = ({1,2},1,2,{1,2}).
Wenn wir sie mit der Funktion g vergleichen, die definiert ist durch cp(g) :=
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(1,1,1,1), bekommt der Baum als Label eine 1 in jedem Knoten:

labelset4(00) = labelsety(01) = labelsety(10) = labelsety(11) = {1}. Und es gilt
f(00) N f£(01) A f(11) = {1} und £(00) N f(10) N f(11) = {2}.

Somit ist die zuerst vorgeschlagene Regel erfiillt. Aber f(01) kann nicht den
gleichen Wert wie f(10) bekommen. Somit haben wir zu entscheiden, welches
charakteristische Muster die Eingabe hat. Aber das ist nicht moglich. Die Funk-
tion g gibt keine Information, die fiir die Entscheidung hilfreich sein kann.

Der abgewandelte Algorithmus wiirde dagegen fm(f)(00,1) = f(00) N £(01) N
F(10) N f(11) ={1,2} n {1} N {2} N {1,2} = 0 berechnen.

Beispiel 29. LLPO3 <5 LLPOs:

Definiere f := LLPO3 und g := LLPOs.

f hat das charakteristische Muster ({1,2,3},{1,2},{1,3},d,{2,3},d,d,d) und
der Baum sieht folgendermafien aus:

0
001 01 10\0
101 011 110 011 110 101
Y
111 111 111 111 111 111

Abbildung 6: Baum fiir LLPOs3

Ein mogliches Labeling wird induziert durch B(py, p2, p3) := (p1, p2)-

000—00
001—00 /OIKOI 10010
101—-10 011—-01 110—11 011—01 110—11 101—10

111—-11 111—11 111—11 111—11 111—11 11111

Abbildung 7: Baum fiir LLPO3 mit Labeling
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

cp | labelset f labelset, | fm(f)(cp,1) | fm(f)(cp,2)
000 | {00} | {1,2,3} {1,2} {1} {2}
001 | {00} | {12} | {2} | {12} {12}
010 | {01} | {13} 1y 1,3} N
100 | {10} {2,3} {2} N {2,3}
101 | {10} d {2} N N

011 | {01} d {1} N N

110 | {11} d {dy N N

1| {11} d {d} N N

Aus dieser Tabelle folgt div € f(i) = div & labelsety(i) fiir alle 0 < ¢ < 7.
Ferner gilt fm(f)(i,1) # 0 und fm(f)(i,2) # 0 fir alle 0 <7 < 7.
Somit ist die Regel erfiillt und es folgt LLPO3; <o LLPOs.

Beispiel 30. LLPOs; £5 LLPOs5:
Definiere f := LLPOy und g := LLPOs.

Der Baum sieht folgendermafsen aus:

0

11 11

Abbildung 8: Baum fiir LLPO-

Da die Knoten von 00, 01 und 10 Funktionswerte ungleich div haben, miissen
sie als Label 000, 001, 010 oder 100 bekommen. Und es gilt ¢(000) = {1, 2,3},
g(001) = {1,2}, g(010) = {1, 3} und ¢(100) = {2, 3}.
Da das Labeling die <-Relation beriicksichtigen muss, konnen wir den Knoten
00 nur mit 000 labeln, oder alle Knoten miissten das gleiche Label bekommen.
Dann gilt aber labelset,(00) = labelsety(01) = labelsety(10) = {x,y} mit z,y €
{1,2,3} und = # y.
Dann folgt fm(f)(00,z) = {1,2} N {1} N {2} = 0. Das widerspricht der Regel.
Somit muss 00 das Label 000 bekommen. Dann muss 01 ein anderes Label
bekommen, 0.B.d.A. 001. Dann gilt labelset,(00) = {1, 2, 3} und labelset,(01) C
{1,2}.
Weier gilt fm(f)(00,1) C {1,2} n{1} = {1} und fm(f)(00,2) C {1,2} N{1} =
{1}.
Es ist gleichgiiltig, welches Label 10 bekommt, es gilt
labelset4(10) N labelsety(01) N labelset 4 (00) # 0.
Somit gibt es eine Zahl x € labelset,(10) N labelset,(01) N labelset,(00).
Dann gilt fm(f)(00,z) ={1,2} n{1} n{2} = 0.
Das widerspricht der Regel. Somit gilt LLPOs; L5 LLPOs5.
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3.3.11 Beweis der Korrektheit des Algorithmus fiir mehrwertige Funk-
tionen

We haben die Korrektheit von Algorithmus 5 zu beweisen. Wieder hat das La-
beling des Baums den Sinn, die stetige Funktion B zu berechnen. Aber es gibt
wieder Einschrankungen, die beachtet werden miissen.

Wir beweisen zwei Lemmas:

Lemma 7. Wenn f <s g, dann findet der Algorithmus ein Labeling des Baums,
das die Regel 3 erfiillt.

Lemma 8. Wenn der Algorithmus ein Labeling des Baums generiert, das die
Regel 8 erfiillt, dann gilt f <5 g.

Beweis von Lemma 7.

Wie im Beweis von Lemma 3 und 5 kénnen wir beweisen, dass es stetige und
totale Funktionen B’ : B — B™ und A’ : B” x N — N gibt mit den Eigen-
schaften:

1. B'(p1,.-.,pn) = B'(q1,...,qy) fir alle py,...,p, and ¢, .. ., ¢, mit
arr(p1,...,pn) = arr(qi, ..., q,) (B’ hingt nur von arr ab)

2. A(p17 v yPn,go B(pla cee 7pn)) = A/(ph vy Pn,go B/(pla e 7pn))
fiir alle py,...,p, mit div € f(p1,...,pn) (A’ und B’ zusammen verhalten
sich wie A und B)

3. Fiir alle py,...,p, mit div &€ f(p1,...,pn) gibt es p},...,p’ mit
arr(pi,....py) =arr(py,...,pn) und
ep(B(pt,...,pk)) = cp(B'(py,...,pk)) (es gibt eine Eingabe, fiir die sich
B’ wie B verhilt)

Die Funktion B’ kann fiir das Labeling des Baums benutzt werden.

Und die Definition von A’ impliziert einige Restriktionen.

Falls div & f(p1,...,pn), dann folgt div & A(p1,...,Pn, g0 B(p1,--.,0n))-
Dann gilt div ¢ A'(p1,...,Pn, g0 B (p1,...,pn)) wegen der Eigenschaft 2.
Dann gilt div € B'(p1,-..,DPn)-

Das ist ein Teil der Regel.

Sei ¢ ein Knoten im Baum mit div € f(i). Sei « € labelset (7).
Sei M = {jli < j,z € labelset,(j),div € f(j)}. Dann gilt

() fG)#0

jeM
Beweis: Sei g o B'(p1,...,pn) = x und A’'(p1,...,pn,x) = a € f(i) fiir alle
D1y, Pp Mit arr(pr,y ..., pp) = i.
Da A’ stetig ist, gilt A’ (p1,...,pn,z) = a fir alle py,...,p, mit
j=arr(p1,...,pn) und i C j.
Aus A'(p1,...,pn,z) = A(p1, - .., Dn, x) fir alle py,...,p, und
x € goB(p1,...,pn) folgt a € f(j) fir alle j mit ¢ < jund « € goB'(p1,...,pn)
mit arr(p1,...,pn) = J.
Das impliziert

ae () f0)

jeM

Somit ist der zweite Teil der Regel erfiillt. O
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Beweis von Lemma 8.

Die Argumentation folgt den Beweisen von Lemma 4 und 6. Wenn der Algorith-
mus ein Labeling des Baums erzeugt, das die Regel erfiillt, dann ist es moglich,
stetige Funktionen B und A zu konstruieren mit

f(p17"'apn) € A(p17"'apnagOB(pla"'apn))-

Der Algorithmus zum Berechnen der stetigen Funktion B ist derselbe wie in
dem Beweis von Lemma 6. Er basiert auf einem Labeling, das die Regel erfiillt.

Es ist ebenso moglich, die stetige Funktion A zu konstruieren. Sie basiert
ebenso auf dem Labeling, das die Regel erfiillt.

Die Definition von A im Beweis von Lemma 6 war

f(p1,...,pn) falls ein Knoten t durch
Tiefensuche gefunden wird
mit ep(p1, ..., pn) C t.argument
und t.label = (ey,...,e,) und
f(p1,...,pn) # div und
9(q1,- - qn) =k
fir ep(q, ..., qn) = (€1,...,€n)
div sonst

A(plv"'upnvk) =

Diese Definition ist nicht niitzlich, da f viele verschiedene Werte haben kann.
Die Definition wird deshalb durch folgende ersetzt:

min(fm(f)(i,k)) falls fm(f)(i, k) # 0

div sonst.

A(i k) = {

Dann gilt A(p1,...,pn,z) € f(p1,...,pn) fiir alle z € go B(p1,...,pn)-
Somit gilt f <5 g. [
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3.3 <o-Reduzierbarkeit auf PO,,

3.3.12 Bemerkungen

Notwendigkeit fiir die Verwendung der Funktion arr

Im Baum haben verschiedene Knoten dasselbe charakteristische Muster, aber
kénnen mit verschiedenen Labeln versehen werden. Somit wurde die Funktion

arr statt cp verwendet.
Das folgende Beispiel zeigt, dass das notwendig ist.

Beispiel 31. Sei

ep(f) = ({1,2,3},{1,2},{1,3},{1,2,3},{2,3},{1,2,3},{1,2,3},d)
und ep(g) = ({1,2},1,2,d).
Dann gilt f <5 g. Ein mdgliches Labeling ist:

000—00
001—01 /Oli()l 10010
101—-01 011—-01 110—01 011—01 110—10 101—10

111—11 111—11 111—11 111—11 111—11 11111

Abbildung 9: Baum fiir f

cp | labelset f labelset,
000 {00} {1,2,3} {1,2}
001 {01} {1,2} {1}
010 {01} {1,3} {1}
100 {10} {2,3} {2}
101 | {01,10} | {1,2,3} | {1,2}
011 {01} {1,2,3} {1}
110 | {01,10} | {1,2,3} | {1,2}
111 {11} {d} {d}

Definiere A durch

1 falls k=1
A(p1,p2,p3, k) :=¢2 falls k=2
div sonst

und sei B die Funktion, die durch das Labeling induziert wird.
Dann gilt f(p1,p2,ps) € A(p1,p2,ps,9 © B(p1,p2,ps3)) fiir alle p1, ps, p3 € B.

In diesem Beispiel wird der Knoten 110 mit den Labeln 01 und 10 versehen.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Und es ist leicht zu zeigen, dass es kein zuléssiges Labeling gibt, das allen Kno-
ten mit dem gleichen charakteristischen Muster das gleiche Label gibt.

Vergleich mit der Beschreibung von Hertling

Peter Hertling bescheibt unstetige Funktionen in [Hert96] durch Grade der Un-
stetigkeit.

Beispiel 32. Sei c¢p(f) = (0,1,1,2). Dann gilt

A5(f) = POy,

AV(F) = {(0%,0)} U{(07104,04)} U {(0%,0m10)},
A () = {(0°,0)},

Agl)(f) = und

AP(f) = PO,

AP (f) = {(0°,09)} U {(0710%,0°)} U {(0%,0m10%)}
AP () = {(0%,07)},

A (f) = 0.

Somit gilt Lev™ (f) = Lev®(f) = 3.
LevW(f) = Lev® (f) = 2 fiir cp(f) = (0,1,1,1).

LevW (f) = Lev® () = 1 fiir ep(f) = (0,0,0,0).

Aber LevW (f) = Lev® (f) = 3 fiir ep(f) = (0,1,1,0).

Somit gibt es mehr Aquivalenzklassen als Level. Der Level ist nicht geeignet,
um die Aquivalenzklassen zu beschreiben.

Peter Hertling beschreibt unstetige Funktionen durch Wélder. Es ist moglich,
jede Funktion in PO durch einen Wald zu beschreiben.

Beispiel 33. Sei ep(f) = (0,1, 1,2). Dann hat der Wald fiir f die Form

B(f) = {(0), (1), (2), (0, (1,2)), (L, (2)), (0, (1,2, (1, (2))))}-

In unserer Charakterisierung wird dagegen f durch den Baum (0, (1, (2)), (1, (2)))
beschrieben.

Ein anderer Unterschied liegt darin, dass in der Beschreibung durch Peter
Hertling die direkt verbundenen Knoten der Bdume verschiedene Werte haben.
In unserem Ansatz koénnen sie gleich sein, da die Knoten charakteristische Mu-
ster und keine Funktionswerte an Unstetigkeitspunkten représentieren. Ferner
kénnen in den Wildern, wie sie von Hertling beschrieben werden, unendlich
viele Baume auftreten, falls es unendlich viele Funktionswerte gibt.
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3.3.13 Weitere Sitze fiir mehrwertige Funktionen

Definition 39. Seien f € PO,, und ' € PO, mehrwertige Funktionen.
Definiere f U f' durch (fU f')(p) := f(p) U f'(p) fir alle p € B™.

Definition 40. Seien f € PO,, und f' € PO,, mehrwertige Funktionen.
Definiere f N f' durch (f N f')(p) := f(p) N f'(p) fir alle p € B™.

Satz 43. Seien f € PO, ' € PO, und g € PO,, mehrwertige Funktionen.
Dann gilt f <o g= fUf' <5 g.

Beweis. Sei f <o g. Nach Regel 3 gilt div & f(i) = div & labelset ,(i).
Das ist aquivalent zu div € labelset, (i) = div € f(i).

Aber div € f(i) impliziert div € f(i) U f'(4).

Somit gilt div € labelsety(i) = div € f(i) U f'(1).

Somit folgt, div & f(i) U f'(i) impliziert div ¢ labelsety(1).

Somit ist der erste Teil der Regel erfillt fur f(i) U f/(7).

Wir haben den zweiten Fall zu verifizieren.

f <o g impliziert fm(f)(i,z) # 0 fiir alle ¢ und = € labelset,(i).

fm(f)(i.x) € fm(fU f)(i, x) impliziert fm(f U f/)(i,z) # 0.

Somit ist auch der zweite Teil der Regel erfiillt.

Somit folgt fU f/ <5 g. O

Satz 44. Seien f € PO,, g € PO,, und g’ € PO,, mehrwertige Funktionen.
Dann gilt f <o gUg = [ <ag.

Beweis. Es gelte f <, gUg’. Nach Regel 3 gilt div ¢ f(i) = div & labelsetgq (7).
Das impliziert div ¢ labelset, (7).
Somit ist der erste Teil der Regel erfiillt fur f(i) und g(4).

Wir miissen noch den zweiten Teil verifizieren.

f <2 gU ¢ impliziert fm(f)(i,z) # 0 fiir alle ¢ und x € labelset g4 (7).

Dann gilt fm(f)(i,2) # 0 fiir alle ¢ und = € labelsety(1).

Damit ist auch der zweite Teil der Regel erfiillt.

Somit gilt f <5 g. O

Satz 45. Seien f € PO,, ' € PO, und g € PO,, mehrwertige Funktionen.
Dann gilt fO f'<a9= f<a2g.

Satz 46. Seien f € PO, g € PO,, und ¢’ € PO,, mehrwertige Funktionen.
Dann gilt f <o g= f <2gNyg.

Beweis. Die Beweise sind dhnlich. O

Satz 47. Seien f € PO,,, g € PO,, mehrwertige Funktionen.
Fulls es eine Zahl k gibt mit k € g(i) fir alle i und div & f(i) fir alle i, dann
impliziert f <o g

(m)m € f(i) fir alle i

Beweis. Sei k eine Zahl mit k € g(j) fir alle j. Es gelte div € f(j) fir alle j.
f <o g impliziert fm(f)(i, k) # 0 fiir alle 1.
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Dann gilt fm(f)(0,k) # 0.
Das impliziert

()1G)#0
J
Somit gibt es eine Zahl m mit m € f(i) fir alle 3. O

Satz 48. Seien f € PO,, g € PO,, mehrwertige Funktionen. Es gebe ein
Labeling, das die Regel erfillt. Dann gilt

f@) N f(j) = 0 = labelsety(i) Nlabelsety(j) =0
fiir alle Knoten i und j des Baums mit i = j und div € f(i) und div & f(j).
Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus der allgemeinen Regel. O

Satz 49. Seien f € PO,, g € PO,, mehrwertige Funktionen. Es gebe ein
Labeling, das die Regel erfiillt.
Sei M die Menge von Knoten auf einem Pfad des Baums mit div € f(i) fir alle
1€ M.
Dann gilt

() f(i) = 0= () labelsety(i) = 0

€M ieM
fiir alle Knoten i und j des Baums mit i < j.

Beweis. Der Beweis folgt wieder aus der Regel 3. O
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3.4 Anwendung auf spezielle Reduzierbarkeitsprobleme
3.4.1 Anwendung auf LLPO

Mit den Resultaten des letzten Abschnitts konnen wir einige Sitze beweisen.
Zunéchst zwei Lemmas:

Lemma 9. Sei M eine endliche Menge mit |M| =n+1 und M;, 1 < i <n,
seien n Mengen mit M; C M und | M; |= n oder | M; |= n + 1 fir alle
i€ {l,...,n}. Dann gilt

(M #0

i=1

Beweis. Fiir jedes i € {1,...,n} enthdlt M; alle Elemente von M, bis auf eins.
Somit fehlt in jeder Menge M; hochstens ein Element von M. Da M n + 1
Elemente hat, gibt es ein Element x € M, das in allen Mengen M; enthalten

ist. Somit gilt
n
x € ﬂ M;
i=1

Also ist der Durchschnitt der Mengen M; nicht leer. O
Lemma 10. Sei M :={1,...,n} und M; := M\{i} fir 1 <i<mn. Dann gilt
MA(\M;=0
i=1

Beweis. i ¢ M; fiir alle i € {1,...,n}. Somit gilt

n
ig Mn ﬂ M;
1=1
Wegen
n
Mn (M C{1L,...,n}
=1
folgt

Mm(n]M,»:(B
=1

O

Der néchste Satz wurde von Weihrauch in [Wei92a] bewiesen. Mit dem Al-
gorithmus und Regel 3 wird der Beweis wesentlich kiirzer:

Satz 50. LLPO,, £5 LLPO, 41 fir jedes n € N.

Beweis. Definiere f := LLPO,, und g := LLPO, 1.

Definiere ki, ; := 0"110m"" fiir 1 <i < m.

Der Baum fiir f muss mit den charakteristischen Mustern fiir die Eingaben der
Funktion g als Label versehen werden. Der Knoten 0™ hat n Séhne.

fO") ={1,...,n} und f(kns) ={1,...,n}\{i} fir 1 <i<n.

Nach Lemma 10 ist der Durchschnitt dieser Mengen leer.
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Falls die Wurzel nicht mit 0" als Label versehen wird, dann miissen alle Label
gleich sein. Dann gibt es ein « € {1,...,n} im Durchschnitt aller Label. Dann
ist die Regel nicht erfiillt, da fm(f)(0", z) = 0.

Falls 0" als Label 0"*! bekommt, dann bekommen die n Sthne als Label auch
0"t oder ky41; fiiri € {1,...,n+1}.

Dann gilt labelset,(0"1) = {1,...,n + 1} und die Mengen labelset,(kn+1.:)
sind n Teilmengen von {1,...,n + 1} mit Kardinalitdt n 4+ 1 oder n.

Nach Lemma 9 ist der Durchschnitt von diesen Mengen nicht leer. Also gibt es
eine Zahl z in diesem Durchschnitt. Somit gilt fm(f)(0",z) = 0. Nach Regel 3
gilt LLPO,, %3 LLPO, 1. 0

Definition 41. Firn > 2 sei LLPO,, definiert durch

Def(LLPO,y) ={(p1,.--,pn) | es gibt ein k mit p, = 0“}
und LLPOypy(p1,...,pn) = {4, 4)]i < j und (p; = 0% oder p; = 0*)}

Definition 42. Fiirn > 2 sei LLPO, definiert durch

Def(LLPO,y) ={(p1,.--,pn) | es gibt Zahlen k # 1 mit p, = p; = 0}
und LLPO,y(p1,--.,pn) = {({&,5)|i <j und p; = 0% und p; = 0¥}

Satz 51. LLPO,y <5 LLPO, fiir alle n € N, n > 2.

Beweis. Definiere f := LLPO,,, und g := LLPO,x.
Es gibt stetige Funktionen A und B mit

A(ph" '7pnvgoB(p17"'7pn)) g f(plvapn)

fiir alle (p1,...,pn) € Def(f).

Die stetige Funktion B kann mit dem folgenden Algorithmus berechnet werden.
Der Algorithmus berechnet im Prinzip die Identitat auf B™. Aber falls es nur
eine Folge p; = 0% gibt, erzeugt er zwei Nullfolgen in der Ausgabe. Er setzt die
erste Folge ¢; auf 0“. Falls die Folge p; die einzige Nullfolge zu sein scheint,
setzt er die zweite Folge go auf 0v.

Das garantiert, dass die Ausgabe in Def(g) liegt, falls es nur eine Nullfolge in
D1, .-, Pn gibt.

A :C B"xN — Nist definiert durch A(py,...,pn,z) ;= xfirallep;,...,p, € B
und x € N. O

Algorithmus 6.

si=ux
y = fh(s)
k:=0
if y = n then
g there is no null-sequence in (p1,...,pn)

q(0):=(1,...,1)
else if y <n — 1 then
# there are possibly more than two null-sequences in (p1,...,pn)

q(0) == z(0)
else if y = n — 1 then
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f there is at most one null-sequence in (p1,...,p,)
if (1) =1 then
if ¢(0) := (0,s(2),...,5(n))
else
q(0) := (s(1),0,s(3),...,s(n))
endif
endif
result:=q(0)
output ¢(0)
loop
k:=k+1
x(k) = (pl(k)a ce 7pn(k))
s := maz(s,z(k))

y = f1(s)
if y = n then
# there is no null-sequence in (p1,...,pn)

q(k):=(1,...,1) — result
else if y <n — 1 then
# there are possibly more than two null-sequences in (p1,...,pn)
q(k) := x(k) — result
else if y = n — 1 then
# there is at most one null-sequence in (p1,...,p,)
if (1) =1 then
q(k) :=1(0,8(2),...,8(n)) — result
else
a(k) = (5(1),0,5(3), .., s(n)) — alk — 1)
endif
endif
result:=max(result,q(k))
output ¢(k)
end loop

Satz 52. LLPOQ/\ Sg LLPOQ\/

Beweis. Definiere f := LLPOsx und g := LLPO>y.

Definiere B durch B(p17p2) = (plapQ) und A(p17p27x) = .

Dann gilt A(04,0¢,g 0 B(0“,09)) = A(0¥,0,g(0,0)) = A(0%,0%, (1,2)) =
(1,2)

= f(0¢,0%) und f(p1,p2) = div fiir (p1,p2) # (0¥,0%). O

Satz 53. LLPO,s £2 LLPO,y fir allen € N, n > 3.

Beweis. Definiere f := LLPOu und g := LLPO,y fir n > 3.
Nehme f <, g an. Dann gibt es stetige Funktionen A und B mit

A(pla"'7pnagoB(p17"'apn)) g f(pla" 7pn>
fiir alle (p1,...,pn) € Def(f).

Dann gilt £(0,0,1,1"73) = {(1,2)}, £(1,0,0,1"73) = {(2,3)},
£(0,1,0,1773) = {(1,3)} und
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£(0,0,0,1"7%) = {(1,2),(1,3),(2,3) }.
Die moglichen Resultate fiir g o B(py, ..., pn) sind

M; o= {(1,4), ..., (i — 1,d), (i, i +1),..., (i,n)}

und Vereinigungsmengen der M;.
Sei a := labelsety(0,0,1,1,...,1),

b := labelsety(1,0,0,1,1,...,1) und
¢ = labelsety(0,0,0,1,1,...,1).

Es gibt eine Zahl ¢ mit M; C a und eine Zahl j mit M; C b.
Falls ¢ = j, dann gilt M; = M; C c.

Falls ¢ < j, dann gilt (3,5) e M;NM;NcCanbne.
Falls j <4, dann gilt (j,¢) e M;NM;NncCanbne.

In den ersten beiden Fillen gilt

fm(f)((070’07 L., 1)7 <Z7.7>)

C {112, (1.3), (2,3)} N {(L2)} N {(2,3)} = 0.

Im letzten Fall gilt
Fm()((0,0,0,1,1,...,1), (j, 1))

C {(1,2),(1,3), (2,3} N {(1,2)} N {(2.3)}

Somit folgt LLPO,» £2 LLPO,,, nach der Regel 3.

0.
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3.4.2 LLPO-stetige reelle Funktionen

Definition 43. Fir alle n seien M AX,, bzw. MIN,, die Menge aller Funktio-
nen f:C B" — N mit

Def(f) = Def(p")

und f(<p17p27 ce 7pn>) =k
fiir ein k mit p(pi) = max(p(p1), p(p2), - - -, P(Pn))
bzw. p(pr) = min(p(p1), p(p2); - - -, p(Pn))-
Satz 54. MAX, < LLPOy .1
Beweis. Definiere A durch A(py,...,pn,w) := w und B durch
B(p17 e 7pn) = (q17 e 7q7l) mit

0 falls vo(pi(j)) > vo(pr(j)) — 277 firalle 1 <k <n, k#i
q:(j) == oder ¢;(I) =1 fiirein I < j

1 sonst

Dann gilt fiir f € LLPO,, n—1 A(P1,---,Pn, f o B(p1,-...Pn))

= foB(p1,---Pn)

:f(Q17aqn) =k

fiir ein k mit p(py) = max(p(p1), p(p2), - - -, p(Pn)). O

Satz 55. LLPO, ,—1 < MAX,

Beweis. Definiere A durch A(py,...,pn,w) :=w und B durch

B(p1,...,pn) == (q1,.--,qn) mit ¢;(0) :==(0,1,0) (rg(0,1,0) = —1) und
) 0,1,27 — 1) falls p;(k) = 0 fiir alle k < j

qi(j —1) sonst

fiir j > 0.
Dann gilt fir f € MAX,, A(p1,...,Pn, foBP1,...,0n,w))
:fOB(pla"'vpn)

:f<q177qn)
= k fiir ein k£ mit p; = 0. O

Resultat:

Satz 56. MAX, = LLPO, 1
In dhnlicher Weise erhalten wir:

Satz 57. MIN, = LLPO,, ,_1
Schlussfolgerung:

Satz 58. MIN,, < MIN,, gdw. m < n.

Beweis. Dies folgt aus MIN,, = LLPO,, s,—1 und MIN, = LLPO,,,,_; und
LLPOy, m—1 < LLPOy, ;-1 <= m < n. O

Weiter folgt:

Satz 59. MAX,, < MAX,, gdw. m < n. MAX,, < MIN,, gdw. m < n.
MIN,, < MAX,, gdw. m < n.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

3.5 Andere Reduzierbarkeitsrelationen

Die Reduzierbarkeitsrelation <o wurde definiert durch
f <2 g, gdw. es stetige Funktionen A und B gibt mit

f<p17"'7pn) = A<p17'-'7pnagoB(p1>"' apn))

oder A(p17~~~7pn7goB(p1,~~'7pn)) g f(phapn)
fiir alle py,...,pn € Def(f).

Es gibt schwéchere Typen von Reduzierbarkeitsrelationen <y und <, fiir die
man die Reduzierbarkeitseigenschaft und die Klassen auch berechnen kann.
Diese Definitionen wurden in Abschnitt 3.1.2 gegeben.

In allen diesen Definitionen kann der Funktionswert f(pi,...,pn) berechnet
werden mit Hilfe des Wertes von g o B(ps,...,p,) fir alle py,...,p, € Def(f).
Fiir alle py,...,pn € Def(f) kann irgendein Wert oder div berechnet werden.

Auch eine strengere Version von Reduzierbarkeit kann definiert werden:

Definition 44 (Reduzierbarkeit <§).
Die Relation <{ ist definiert durch

f <{ g, gdw. es gibt eine stetige Funktion B mit

f(pla"'7pn> :gOB(ph'"apn)
fiir alle py,...,pn € Def(f) und

goB(p1,...,pn) = div
fir alle p1,...,pn & Def(f).

Definition 45 (Reduzierbarkeit <%).
Die Relation <3 ist definiert durch

f <i g, gdw. es gibt stetige Funktionen A und B mit

f(p17~-~7pn) :AOgOB(plv"'7pn)
fir alle py,...,pn € Def(f) und

AogoB(p1,...,pn) =div
fiir alle py,...,pn & Def(f).
Definition 46 (Reduzierbarkeit <3).
Die Relation <3 ist definiert durch
f <5 g, gdw. es gibt stetige Funktionen A und B mit
f(pla"'7pn) = A(pla"'7pnagoB(p17"'7pn)
fiir alle p1,...,pn € Def(f) und
A(p17' -+3yPn,g0 B(p17~ .- 7p77)) = div
fiir alle p1,...,pn & Def(f).
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3.5 Andere Reduzierbarkeitsrelationen

3.5.1 Reduzierbarkeit von Funktionen fiir <; und <;

Fiir <, gibt es unendlich viele Aquivalenzklassen, da Resultate fiir g nicht um-
gerechnet werden konnen. Z.B. sei ep(f) = (0,1,2,3) und cp(g) = (3,4,5,6).
Beide Funktionen sind nicht reduzierbar aufeinander. Aber der Algorithmus fiir
<5 kann im Prinzip benutzt werden. Z.B. ist f reduzierbar auf g fiir ¢p(f) =
(0,1,2,3) und ep(g) = (0,2,1, 3).

Fiir <; gibt es nur endlich viele Aquivalenzklassen, aber mehr als fiir <,.
Z.B. ist fiir ¢p(f) = (0,1,2,3) und ¢p(g) = (0,1,1,3) f nicht reduzierbar auf g,
da 01 und 10 den selben Funktionswert haben und A keinen Zugriff auf (p1, p2)
hat, um zu testen, welches Eingabemuster vorliegt.

Die Algorithmen zum Testen der Reduzierbarkeit fiir <, sind dieselben wie
die Algorithmen fiir <5, aber es gibt nicht die Notwendigkeit, zwei Knoten im
Baum zu vergleichen. In den Regeln der Algorithmen werden nur die einzelnen
Knoten des Baums isoliert getestet.

Regel 4 (< fiir totale Funktionen).
labelset (i) = {f(7)} fiir alle Knoten ¢ des Baums.

Es gibt auch fiir <o Aquivalenzklassen. Zum Beispiel sind fiir cp(f) = (0,1,1,1)
und ¢p(g) = (0,0,0,1) f und g dquivalent.

Es gibt eine stetige Funktion B mit ¢p(B(p1,p2)) = 00 fiir ep(p1, p2) = 00 und
cp(B(p1,p2)) = 11 fiir ep(p1,p2) # 00, dann gilt f(p) = g o B(p).

Und es gibt eine stetige Funktion B mit ep(B(p1,p2)) = 00 fiir ¢p(p1, p2) # 11
und ep(B(p1,p2)) = 11 fiir cp(ps, p2) = 11, dann gilt g(p) = f o B(p).

Regel 5 (< fiir partielle Funktionen).
Wenn f(i) # div, dann labelsety(i) = {f(i)}.

Regel 6 (<, fiir mehrwertige Funktionen).
Wenn div ¢ f(i), dann labelsety (i) C f(3).

Die Algorithmen zum Testen der Reduzierbarkeit fiir <; sind den Algorith-
men fiir <, dhnlicher. Hier miissen alle Paare von Knoten getestet werden. Die
Tests werden nicht auf Knoten 7 und j mit ¢ < j beschrinkt. Das ist der Haupt-
unterschied.

Regel 7 (<, fiir totale Funktionen).
Wenn f(i) # f(j), dann labelsety(i) N labelsety(j) = 0.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Regel 8 (<, fiir partielle Funktionen).
(Falls f(7) # div, dann div & labelset,(7))
und (falls f(j) # div, dann div & labelsety(j))

und (falls (f(¢) # div und f(j) # div und f(i) # f(5)),
dann labelset (i) N labelset,(j) = 0)

Regel 9 (< fiir mehrwertige Funktionen).
(Vi)div & f(i) = div & labelset (i) und

(vz) () fG)#0

x€labelsety(F)

Die Korrektheit der Regel 6 und 9 wird in den néchsten Abschnitten bewie-
sen.

Beispiel 34 (<;).
Fiir <y gibt es 6 Aquivalenzklassen von 2-stelligen totalen Funktionen:

Klasse Typen

1 0123

2 0120

3 0023 | 0103 | 0113 | 0121 | 0122
4 0020 | 0100 | 0110

5 0003 | 0022 | 0101 | 0111

6 0000
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3.5 Andere Reduzierbarkeitsrelationen

Die Reduzierbarkeitsrelation zwischen den Funktionstypen sieht folgender-
maflen aus:

>

Abbildung 10: Reduzierbarkeit beziiglich <;

Fiir <q ist die Anzahl von Aquivalenzklassen unendlich. Aber wenn wir nur
Funktionen mit denselben Funktionswerten vergleichen, gibt es endlich viele
Klassen fiir n-stellige Functionen in PO,,. Eine obere Grenze fiir die Anzahl von
Aquivalenzklassen ist wieder die Anzahl der Funktionstypen. Aber fiir <, muss
der Funktionstyp anders definiert werden. Zum Beispiel gilt f €¢ g und g £o f
fiir ep(f) = (1,0,0,0) und ¢p(g) = (0,1,1,1). Aber beide Funktionen sind vom
selben Typ nach Definition 30.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

3.5.2 Beweis der Korrektheit des Algorithmus fiir <,-Reduzierbarkeit
auf mehrwertigen Funktionen

Wir haben die Korrektheit des Algorithmus mit Regel 6 zu beweisen. Wieder
hat das Labeling des Baums den Zweck, die stetige Funktion B zu berechnen.
Wir beweisen zwei Lemmas:

Lemma 11. Wenn f <q g, dann findet der Algorithmus ein Labeling des
Baums, das die Regel 6 erfiillt.

Lemma 12. Wenn der Algorithmus ein Labeling des Baums findet, das die
Regel 6 erfillt, dann gilt f <o g.

Beweis von Lemma 11.

Sei goe B(p17 s 7p7’b) - f(p17 s ;pn) fir alle P1,---3DPn mit div g f(pla s 7pn)
Wie in dem Beweis von Lemma 3 und 5 kdnnen wir beweisen, dass es eine stetige
und totale Funktion B’ : B — B™ gibt mit den Eigenschaften:

1. B (p1,...,pn) = B'(q1,...,qy) fir alle py,...,p, und ¢, ..., q, mit
arr(pi,...,pn) = arr(qi, ..., qn) (B’ hingt nur von arr ab)

2. QOB(P17~~,Pn) :gOB/(p1;~'~;pn)
fiir alle py,...,p, mit div &€ f(p1,...,pn) (g o B’ verhilt sich wie g o B)

3. Fiir alle py,...,p, mit div &€ f(p1,...,pn) gibt es p},..., p’ mit
arr(pf,...,pt) = arr(p1,...,pn) und
ep(B(py,...,pk5)) = cp(B'(p3,...,pk)) (es gibt eine Eingabe, fiir die sich
B’ wie B verhilt)

Die Funktion B’ kann fiir das Labeling des Baums benutzt werden.

Falls div € f(p1,...,pn), dann gilt g o B'(p1,...,pn) € f(p1,-..,Pn) Wegen
Eigenschaft 2.

Das impliziert labelset, (i) C f(i) fiir jeden Knoten. O

Beweis von Lemma 12.

Die Argumentation folgt den Beweisen von Lemma 4 und 6. Wenn der Algorith-
mus ein Labeling des Baums erzeugt, das die Regel erfiillt, dann ist es moglich,
eine stetige Funktion B zu konstruieren mit

go B(p1,...,pn)) € f(p1,--,Pn)-

Der Algorithmus fiir die Berechnung der stetigen Funktion B ist derselbe wie im
Beweis von Lemma 6. Er basiert auf einem Labeling, das die Regel erfiillt. [

Lemma 11 und lemma 12 zusammen ergeben den Beweis fiir die Korrektheit
der Regel 6.
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3.5 Andere Reduzierbarkeitsrelationen

3.5.3 Beweis der Korrektheit des Algorithmus fiir die <;-Reduzier-
barkeit auf mehrwertigen Funktionen

Wir haben die Korrektheit des Algorithmus mit der Regel 9 zu beweisen. Wieder
hat das Labeling des Baums den Zweck, die stetige Funktion B zu berechnen.
Wir beweisen wieder zwei Lemmas:

Lemma 13. Wenn f <; g, dann findet der Algorithmus ein Labeling des
Baums, das die Regel 9 erfiillt.

Lemma 14. Wenn der Algorithmus ein Labeling des Baums findet, das die
Regel 9 erfillt, dann gilt f <y g.

Beweis von Lemma 13.

Wie in dem Beweis von Lemma 3 und 5 kénnen wir beweisen, dass es stetige
und totale Funktionen B’ : B" — B™ und A’ : B"” x N — N gibt mit den
Eigenschaften:

1. B (p1,...,pn) = B'(q1,...,qy) fiir alle py,...,p, und ¢, ..., g, mit
arr(p1,...,pn) = arr(qi, ..., qn) (B hingt nur von arr ab)

2. AogOB(pla"'7pn):A/ogoB/(pla"'7pn)
fiir alle py,...,p, mit div € f(p1,...,pn) (A’ und B’ zusammen verhalten

sich wie A und B)

3. Fir alle py,...,p, mit div € f(p1,...,pn) gibt es pi,...,p} mit
arr(py,...,ps) = arr(p1,...,pn) und
ep(B(pt,...,pk)) = cp(B'(py,...,pk)) (es gibt eine Eingabe, fiir die sich
B’ wie B verhilt)

Die Funktion B’ kann fiir das Labeling des Baums benutzt werden.
Und die Definition von A’ impliziert einige Restriktionen.

Falls div & f(p1,...,pn), dann gilt div € Ao go B(p1,...,Dn).
Dann gilt div € A’ o B'(p1,...,pn) wegen Eigenschaft 2.

Dann gilt div € B'(p1,...,pn).

Das ist ein Teil der Regel des Algorithmus.

Sei i ein Knoten im Baum. Sei z € labelset, (7).
Sei M := {j|x € labelsety(j),div & f(j)}. Dann gilt

() fG)#0

jeM

Beweis: Sei go B'(p1,...,pn) = x und A'(z) = a € f(i) fir alle py,...,p, mit

arr(p1,...,pn) = 1.

Aus A'(z) = A(z) fiir alle py,...,p, und = € go B(py,...,pn) folgt a € f(j)
fiir alle j mit @ € go B'(p1,...,pn) mit arr(py,...,pn) = j.

Das impliziert

ac () f)

JEM

Somit ist der zweite Teil der Regel erfiillt. O

101



3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Beweis von Lemma 14.

Die Argumentation folgt den Beweisen von Lemma 4 und 6. Wenn der Algorith-
mus ein Labeling des Baums erzeugt, das die Regel erfiillt, dann ist es moglich,
stetige Funktionen B und A zu konstruieren mit

f(p17"'apn) ergoB(pla"'apn)~

Der Algorithmus zur Berechnung der stetigen Funktion B ist derselbe wie im
Beweis von Lemma 6. Er basiert auf einem Labeling, das die Regel erfiillt.

Es ist ebenso moglich, die stetige Funktion A zu berechnen. Sie hingt von
einem Labeling ab, das die Regel erfiillt.

Definiere A durch

Alk) = min H falls H := {y|(Fi)y =go B'(i)} #0
T\ div sonst.

Dann gilt A(x) € f(p1,...,pn) fir alle x € go B(p1,...,pn).
Somit gilt f <5 g. O

Lemma 13 und Lemma 14 zusammen ergeben den Beweis fiir die Korrektheit
der Regel 9.

102



3.5 Andere Reduzierbarkeitsrelationen

3.5.4 Strenge Reduzierbarkeit zwischen partiellen Funktionen
Nun soll die strenge Reduzierbarkeit (sieche Def. 46) zwischen partiellen Funk-

tionen betrachtet werden.

Es gibt 2 Aquvalenzklassen fiir O-stellige Funktionen fiir strenge Reduzierbar-
keit:

Klasse | Typ
1 0
) _

Diese Klassen sind nach dem Grad der Unstetigkeit geordnet.

Partielle 1-stellige Funktionen:
Es gibt 4 Aquvalenzklassen fiir strenge Reduzierbarkeit:

Klasse Typ
1 01
2 0-
3 00 | -1
4 -

Die Klassen sind wieder nach dem Grad der Unstetigkeit geordnet.
Partielle 2-stellige Funktionen:

Es gibt 8 Aquvalenzklassen fiir strenge Reduzierbarkeit:

Klasse Typ

1 0123 | 0113 | 0122 | 0023 | 0103 | 0121 | 01-3 | 0-23

2 0100 | 0110 | 0020 | 0120 | 0-20 | 01-0

3 01-- | 011- | 002- | O10- | 012- | O-2-

4 0101 | 0022 | 0111 | 0003 | -122 | --23 | -113 | -121 | -123
0--3 | 0-22 | 00-3 | 0-03 | 01-1 | -1-3

5 00-0 | 0-00 | 0--0

6 -12- | -1-- | --2- | -11- | 0-- | 000- | 0-O0- | 00--

7 0000 | ---3 | --22 | -111 | -1-1

R -
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

Die Reduzierbarkeitsrelation sieht folgendermafien aus:

Abbildung 11: Strenge Reduzierbarkeit auf partiellen Funktionen

Der Algorithmus zum Testen der strengen Reduzierbarkeit fiir partielle Funk-
tionen ist der gleiche, nur die Regel muss abgedndert werden:
Ein Labeling muss gefunden werden, das die Regel fiir alle Knoten ¢ und j er-
fiillt.
Das muss durch den Algorithmus getestet werden. Die Regel ist die folgende:

Regel 10 (Strenge Reduzierbarkeit <%).

f(1) # div = div ¢ labelsety(i) und

f(j) # div = div ¢ labelset,(j) und

(¢ = jund f(j) # div und f(2) # f(j)) = (labelsety(i) N labelsety(j) = 0)

Der Hauptunterschied zu der Regel fiir <, fiir partielle Funktionen ist, dass
in der letzten Implikation nur ,,f(j) # div” in der Bedingung enthalten ist statt

»f (1) # div und f(j) # div”,

Der Beweis wird hier ausgelassen, aber liegt nach den Beweisen der anderen
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3.5 Andere Reduzierbarkeitsrelationen

verwandten Sétze auf der Hand. Die Bedingung ,,f (i) # div und f(j) # div” in
Regel 2 bedeutet, dass die ganze Bedingung nicht iiberpriift werden muss, falls
f (i) = div. Dann spielt es keine Rolle, welchen Wert f (i) durch den Algorithmus
gegeben wird.

In der Regel 10 ist der Teil ,,f(i) # div” ausgelassen. Somit muss die ganze
Bedingung getestet werden, auch wenn f(i) = div.

Falls f(i) = divund i < jund f(j) # div, dann ist f(j) # div erfiillt. Die Bedin-
gung fordert dann, dass labelset, (i) N labelsety(j) = 0. Und das ist notwendig.
Nur wenn labelset (i) Nlabelsety(j) = 0, kann der Algorithmus entscheiden, ob
f (i) ein Funktionswert gegeben werden muss oder nicht (div).

In Regel 2 war das nicht notwendig, da im Falle von f(i) = div trotzdem ein
Funktionswert zugeordnet werden darf.
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3 PRINCIPLE OF OMNISCIENCE

3.6 Reduzierbarkeit auf Mengen von Funktionen

In [Wei92a] hat Klaus Weihrauch die LLPO-Hierarchie definiert, indem er Funk-
tionsmengen verwendete. Wir haben dagegen mehrwertige Funktionen benutzt.
Bei Weihrauch wurde LLPQO5 beschrieben durch

LLPO; := {f1, f2}

mit cp(fl) = (1a 1, 27d) und Cp(fz) = (27 1,2, d)
Wir beschreiben LL PO, als mehrwertige Funktion:

Cp(LLPOZ) = ({1a2}a{1}7{2}7d)

Es gibt Beziehungen zwischen beiden Beschreibungen. Jede mehrwertige Funk-
tion kann als eine Menge von Funktionen mit unterschiedlichen Funktionswerten
dargestellt werden. Aber eine Menge von Funktionen kann nicht immer als mehr-
wertige Funktion beschrieben werden.

Die mehrwertige Funktion f mit ep(f) = (Mo, M1,..., M,_1) kann durch
die folgende Menge von Funktionen ausgedriickt werden:

M ={g|ep(g) = (xo,...,Tn-1),2; € M;,0<i<n-—1}.

Aber die Funktionsmenge M’ := {f1, fo} mit ¢p(f1) := (0,1,1,1) und ¢p(fa) :=
(1,0,0,0) kann nicht durch eine mehrwertige Funktion ausgedriickt werden.
Falls wir die obige Funktionsmenge durch ep(f’) := ({0,1},{0,1},{0,1},{0,1})
und g durch ep(g) := (0, 0,0, 0) repréasentieren, dann gilt f' <5 gund {f1, fo} €2
g.

Es ist wahrscheinlich moglich, auch die Reduzierbarkeit auf Funktionsmengen

zu berechnen. Fiir LLPO und verwandte Probleme haben wir den Weg iiber
mehrwertige Funktion eingeschlagen, da er einfacher zu sein scheint.
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4 Vollstandigkeit in der C-Hierarchie

4.1 Die C-Hierarchie

In [St89] und in [Myl92] wurden unstetige Funktionen héheren Grades unter-
sucht.

Die Funktionen wurden mit den Funktionen 2 und C verglichen.

) : B — N wurde schon in Definition 3 definiert durch

p) = {0 falls (Vn)p(n) =0

1 sonst.

Somit sagt uns 2, ob es eine Zahl ungleich Null in einer Folge gibt. Das ist
dquivalent zu der Funktion, die fiir eine beliebige Zahl feststellt, ob sie in der
Folge vorkommt.

Die Funktion C sagt uns dies fiir jede Zahl:

Definition 47 (C).
C : B — B ist definiert durch

0 falls (In)p(n) =i+1
1 sonst.

Clp)(i) == {

In den folgenden Abschnitten werden wir Funktionen mit €2 und C' vergleichen.
Dafiir sind folgende Definitionen niitzlich:

Definition 48 (Q-stetig).
Fir X =B oder X =N heiffit f :C B — X Q-stetig, gdw.

f<2Q

In diesem Kapitel wird <, definiert durch f <5 g & f(p) = A(p,g o B(p))
fiir alle p € Def(f) mit stetigen Funktionen A und B.

Definition 49 (C™-stetig).

Sei X =B oder X =N.

f:CB — X heifst C°-stetig, gdw. f stetig ist.

f:CB — X heifst C"-stetig fiir n > 0, gdw. es stetige Funktionen A, :C B —
X und Ap_1,...,Ag:C B — B gibt mit

flp)=A,0Co...A10C o Ay(p)

fiir alle p € Def(f). Eine C*-stetige Funktion f wird auch C-stetig genannt.
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4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Definition 50 ([B — X]™).
Fiir X =B oder X = N sei [B — X" die Menge aller C™-stetigen Funktionen
fCB— X.

Es gibt unstetige Funktionen, die auf Q reduzierbar sind!'?:

Definition 51 (Test auf Gleichheit mit Null: O).
O :CB — N, definiert durch

1 sonst 1 sonst

Op) = {o falls p(p) =0 _ {o falls (V) (p(n))] < 27"

ist der Test auf Gleichheit mit Null und Q =5 0.4

Definition 52 (Test auf Gleichheit mit der Null-Funktion: V).
V :CB — N, definiert durch

1 sonst 1 sonst

Vip) = {0 falls 6, (p) = 0 _ {0 falls (Vn)|a(p(n))] < 27"

ist der Test auf Gleichheit mit der Null-Funktion und Q =, V.13

Definition 53 (Test auf Nullstellen einer Funktion: Z).
Z :C B — N, definiert durch

1 sonst

2(p) = {0 falls 0, (p)hat eine Nullstelle {0 falls (Vn)inf(Ja(p(n))]) < 27"
" |1 sonst B

ist der Test, ob eine stetige Funktion eine Nullstelle hat, und Q2 =5 Z.

Andere Funktionen sind schwieriger und nicht auf € reduzierbar, aber auf

C:

Definition 54 (Translation von p, nach p).
Es gibt eine Translation F von p, nach p mit der Eigenschaft

P(F(p)) = pn(p)
und C =9 F.

Definition 55 (Ableitung einer Funktion in einem Punkt: D’).
Es gibt eine Ableitung D’ fir 6,(p) im Punkt p,(q) mit der Eigenschaft

p(D'(p,q)) = (0a(p)) (Pn(q))
und C =5 D'

13Dje folgenden Funktionen wurden in [St89] und [Myl92] definiert und untersucht
145 und vg wurden in Abschnitt 2 definiert
1554, 0 und a(p(n)) wurden in Abschnitt 2 definiert
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Definition 56 (Ableitung einer Funktion: A).
FEs gibt eine Ableitung A fiir 0,(p) mit der Eigenschaft

und C =9 A.

Definition 57 (Hohere Ableitungen einer Funktion: A¥).
Fiir jedes k € N gibt es eine Ableitung A" fiir 5o (p) mit der Eigenschaft

S (A¥(p)) = (6 (p))™
und C =, AF.

In [Myl92] wurde gezeigt, dass es Funktionen gibt, die noch héher in der
C-Hierarchie eingeordnet werden miissen. Hier sind einige Beispiele:

Definition 58 (Konvergenz einer Folge von natiirlichen Zahlen: KON).
KON : B — N, definiert durch

1 sonst

0 falls lim,, o p(n) existiert |0 falls (31)(3k)(Vm > l)p(m) = k
1 sonst

KON (p) := { =
ist der Test auf Konvergenz, und KON ist C?-stetig, aber nicht C-stetig.
Definition 59 (Grenzwert einer Folge von natiirlichen Zahlen: KON?2).

KON2:B — N, definiert durch

KON2(p) := {m +1 falls im0 p(n) =m

0 sonst

Jm+1 falls (31)(Vk > l)p(k) =m
o sonst

berechnet den Grenzwert einer Folge, und KON?2 ist C2-stetig, aber nicht C-
stetig.

Definition 60 (Berechnung des Maximums: M AX?2).

MAX2:B — N, definiert durch

m+1 falls m = max{p(i)|i € N} existiert
0 sonst

MAX2(p) = {

berechnet das Mazimum einer Folge, und MAX?2 ist C?-stetig, aber nicht C-
stetig.

Definition 61 (Existenz einer konvergenten Teilfolge: T).
T:B — {0,1}, definiert durch

T(p) = 0 falls es eine konstante Teilfolge in p gibt
b= 1 sonst

1 sonst

_ {0 if (3n)(¥m)(3k > m)p(k) = n

ist der Test auf die Existenz einer konstanten Teilfolge, und T ist C3-stetig,
aber nicht C?-stetig.
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Definition 62 (Konvergenz von rationalen Zahlen: QKON).
QKON : B — {0, 1}, definiert durch

0 falls lim,_,o vo(p(n)) existiert
1 sonst

QKON (p) := {

ist der Test auf die Konvergenz von rationalen Zahlen, und QKON ist C3-stetig,
aber nicht C?-stetig.

Definition 63 (Existenz einer konvergenten Teilfolge von rationalen Zahlen:
TQKON).
TQKON : B — {0,1}, definiert durch

0 falls (vo(p(n)))nen hat eine konvergente Teilfolge
1 sonst

TQKON(p) := {

_ {o falls (3n) (3m)(¥k)(3i > k)vo(n) < vo(p(i)) < vg(m)
1 sonst

ist der Test auf die Ezistenz einer konvergenten Teilfolge von rationalen Zahlen,
und TQKON ist C3-stetig, aber nicht C?-stetig.

Definition 64 (Konvergenz von reellen Zahlen: RKON).
RKON :C B — {0,1}, definiert durch

0 falls lim, o p(pn) existiert

RKON(p) = {1 sonst

ist der Test auf die Konvergenz von reellen Zahlen, und RKON ist C3-stetig,
aber nicht C?-stetig.

Definition 65 (Existenz einer konvergenten Teilfolge von reellen Zahlen: TRKON).
TRKON :C B — {0, 1}, definiert durch

0 falls (p(pn))nen hat eine konvergente Teilfolge
1 sonst

TRKON (p) := {

ist der Test auf die Existenz einer konvergenten Teilfolge von reellen Zahlen,
und TRKON ist C3-stetig, aber nicht C?-stetig.

Die nichsten Definitionen verwenden die universellen Funktionen U;L und
U, fiir die C"-stetigen Funktionen von B nach N bzw. von B nach B. Siehe
dazu Definition 71 oder [St89] Seite 61.

Definition 66 (Selbstanwendbarkeitsproblem: K).
Fiirn > 0 ist K : B — {0, 1}, definiert durch

n 0 falls U (p,p) existiert
Ky (p) := { X( )
1 sonst

das Selbstanwendbarkeitsproblem fiir die universelle Funktion Uy und ist cnti.
stetig, aber micht C™-stetig.
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Definition 67 (Selbstanwendbarkeitsproblem: K}).
Fiirn >0 ist Ky : B — {0,1}, definiert durch

0 falls Uj(p,p) existiert

Kj(p) = {1

sonst

das Selbstanwendbarkeitsproblem fir die universelle Funktion Uj; und ist ont2.
stetig, aber nicht C™11!-stetig.

Definition 68 (Halteproblem: HY).
Fiirn >0 ist Hy : B — {0,1}, definiert durch

0 falls Uy (p, q) existiert
1 sonst

H(p,q) = {
das Halteproblem fir die universelle Funktion Uy und ist Cntl_stetig, aber nicht
C"-stetig.

Definition 69 (Halteproblem: Hy}).
Firn >0 ist Hy : B — {0,1}, definiert durch

0 falls Uﬁ(p, q) existiert

Hy(p,q) = {1

sonst

das Halteproblem fiir die universelle Funktion Uy und ist O™ 12 -stetig, aber nicht
Cntl_stetig.

111



4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

4.2 Vollstandige Funktionen
4.2.1 Vollstindige Funktionen fiir [B — X"

In [St89] und in [Myl92] wurden Funktionen hoheren Unstetigkeitsgrades unter-
sucht.

Es wurde bewiesen, dass einige Funktionen Q"-stetig oder C"-stetig sind
fir n € N. In vielen Féllen wurde auch bewiesen, dass einige der Funktionen
dquivalent zu einander sind.

Aber es wurde meistens nicht geklirt, welche Funktionen vollstindig fiir
bestimmte Klassen sind und ob es solche Funktionen gibt.

Es ist klar, dass C vollsténdig fiir [B — B]! ist und dass Q vollsténdig fiir
die Q-stetigen Funktionen ist. Aber KON?2 ist zum Beispiel C?-stetig und nicht
auf C reduzierbar. Und es ist nicht klar, ob KON2 vollstéindig fiir [B — N]? ist.

Wir werden nun die Vollsténdigkeit fiir einige Funktionen und Klassen be-
weisen.

Zu diesem Zweck werden wir Funktionen definieren, die vollsténdig fiir
[B — B|", [B — N]™ und [B — {0,1}]” sind. Dann werden wir zeigen, dass
die meisten der Funktionen, die in [St89] und [Myl92] definiert wurden, nicht
vollsténdig sind.

Definition 70 (Vollstindigkeit fir [B — X]™).
Sei X =B, X =N oder X = {0,1}.
f:B — X heifit B — X]™ —i—hart oder i—hart fir [B — X", gdw.

9<; f

fir alle g € [B — X", i € {0,1,2}.
f:B— X heifit [B — X" —i—wvollstindig oder i—vollstindig fir [B — X,
gdw.

feB— X]|" und f ist i—hart fir [B — X]|™.

Manchmal sagen wir statt 2—hart oder 2—vollstindig auch einfach hart oder
vollsténdig, wenn die Bedeutung unzweifelhaft ist.
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4.2.2 Universelle Funktionen

Ein Beispiel fiir vollstindige Funktionen sind die universellen Funktionen.

Definition 71 (Universelle Funktionen U}’ und Uy).
Die universellen Funktionen U;‘ :CB — N und UZ; :C B — B sind definiert
durch
Uy (p.q) = x; ()

und
Up{p,q) =, (q).

x™ und ¥" sind dabei Reprisentationen der C™-stetigen Funktionen aus
[B — N]™ und [B — B]".

Satz 60 (Vollstiandige Funktion fiir [B — NJ]™).
Uy ist 2-vollstindig fiir die Klasse [B — N]".

Beweis. Sei f eine Funktion aus [B — NJ|™.

Dann gibt es ein p € B mit f(q) = X} (¢). Definiere g durch g(q) := (p, q)-
Dann folgt f(q) = xp(q) = U7 {p,q) = U} o g(q). Somit gilt f <5 U}.

Ferner gilt U} € [B — N]” nach dem utm-Theorem fiir y.'® O

Satz 61 (Vollstindige Funktion fiir [B — B]").
Uy, ist 2-vollstindig fir die Klasse [B — BJ".

Beweis. Sei f eine Funktion aus [B — B]™.

Dann gibt es ein p € B mit f(q) = 1, (¢). Definiere g durch g(q) := (p, q).
Dann folgt f(q) = ¢} (q) = Uy (p,q) = Uy} o g(q). Somit gilt f <o Up.

Weiter gilt U} € [B — B]" nach dem utm-Theorem fiir ¢.'7 O

Somit gibt es fiir alle n € N 2-vollstindige Funktionen fir [B — B]™ und
[B — N]™. Aber diese Funktionen sind ,Low-Level-Funktionen”. Sie sind ma-
schinenorientiert, sie sind definiert auf Grundlage von Typ-II-Turingmaschinen.
Und fiir n > 2 sind sie definiert durch eine Komposition von stetigen Funktionen
und Anwendungen von C. In den néchsten Abschnitten werden wir Funktionen
einfithren, die in mathematischen Begriffen definiert sind und nicht durch wie-
derholte Anwendung der Funktion C.

16[St89] Seite 61
17[St89] Seite 61
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4.2.3 Einige Lemmata fiir die Funktion C
Die nichsten Lemmata werden in Beweisen benétigt.
Lemma 15. Flir stetige Funktionen A :C B xB — N und B:C B — B gibt es
stetige Funktionen A’ :C B — N und B’ :C B — B mit
A(p,C o B(p)) = A" oC o B'(p)
fiir alle p € B.

Lemma 16. Fir stetige Funktionen A:CBxB — B und B:C B — B gibt es
stetige Funktionen A’ :C B — B und B’ :C B — B mit

A(p,C o B(p)) = A" oC o B'(p)
fiir alle p € B.
Das bedeutet, dass f <; C, gdw. f <5 C. Der Beweis steht in [St89].

Lemma 17. Fir C-stetige Funktionen f :C B — N und g :C B — N gibt es
eine C-stetige Funktion h :C B — N mit

h(p) = (f(p), 9(p))
fiir alle p € B.

Beweis. Es gibt stetige Funktionen A :CB - N, A’ :CB - N, B:.CB — B
und B’ :C B — B mit f(p) = Ao C o B(p) und g(p) = A’ o C o B'(p) fiir alle
p € B.

Definiere B* : B — B durch

0 falls B(p)(n) =0

B (p)(2n) := {QB(p)(n) sonst

und

0 falls B'(p)(n) =0

Bi(p)@n+1) = {QB’(p)(n) +1 sonst

und A* :C B — N durch
A*(q) := (a,b)
mit

und

b= A'(q(2),9(4),4(6),...)
Definiere h := A* o C o B*. Dann gilt h(p) = (f(p), g(p)) fir alle p € B.
Beweis:
Definiere ¢ = C o B*(p).
@20 +1) = 0 = C o B*(p)(2i + 1) = 0 <> (3k)B*(p) (k) = 2i +2
<= (3k)B(p)(k) =i+ 1 <= CoB(p)(i) = 0 und
q(2i4+2)=0<= CoB*(p)(2i+2) =0« (Fk)B*(p)(k) =2i+3
<~ (FK)B'(p)(k)=i+1<= CoB'(p)(i) =0

,q(4),
Daraus folgt A* o C o B*(p) = (A(q(1),4(3),q(5),...), A’ (q(2),q(4),q(6), ..
= (f(p), 9(p))- O

114



4.2 Vollstandige Funktionen

Lemma 18. Fir C-stetige Funktionen f :C B — B und g :C B — B gibt es
eine C-stetige Funktion h :C B — B mit

fiir alle p € B.
Beweis. Der Beweis verlduft dhnlich wie der vorige. O

Lemma 19. Fiir eine C"-stetige Funktion D :C B — B definiere D' :.C B — B

durch D'(p) = D'{po,p1,-..) := (D(po), D(p1),.-.).
Dann ist D' C™-stetig.

Beweis. Durch Induktion {iber n:

n=_0:

Falls n = 0, dann ist D stetig. Sei D’(pg, p1,...) := (D(po), D(p1),...).
Es ist klar, dass D’ stetig ist.

n—n+1:

Sei D C™*tl-stetig. Dann gilt D = A o C o B mit einer stetigen Funktion A :C
B — B und einer C"-stetigen Funktion B :C B — B.

Dann gilt D'(p) = (D(po), D(p1), ---)
=(AoCoB(py),AoCoB(py),...).

Es gibt eine stetige Funktion A’ mit

D'(p) = (D(po), D(p1), - - )

— (Ao Co Blpy), Ao Co B(py),...)

= A'(C o B(py),C o B(p1),--.).

Nach Lemma 20 gibt es eine C-stetige Funktion C’ mit

D'(p) = (D(py), D(p1), ..

= A'(C o B(pg),C o B(p1),.-.)

= A" o C'(B(po), B(p1), - - )-

Nach Induktionsannahme gibt es eine C"-stetige Funktion B’ mit
D/(p) = <D<p0)7 D(p1)7 e >

= A’(C o B(pg),C o B(p1),...)

— A" C"(B(po), B(p), --)

=A"oC" o B'(py,p1,-..)

=A"oC" o B'(p).

Somit ist D' = A’ o C' o B" C"1-stetig. O

Lemma 20. Definiere C' :C B — B durch C'{(po,p1,...) := (C(po), C(p1), - - -).
Dann ist C' C-stetig.

Beweis. Definiere f :C B — B durch f(p)(i,j) := (i,p{i,j))+1und g :C B — B
durch
9(p)(i, j) == p(i,j + 1).
f und g sind stetig und C'(po, p1,...) =go Co f{(po,p1,-..).
Beweis:
c’ <p0,p1>- i j) =0
= (C(po), C(p1),..)(i,7) =0
= C(pi)(j) =0
= (Im)pi(m) =
m)f(p)
p

Jj+1
= (3 (i
— (k) f(p)(

)
(t,m) = (i,p(i,m)) +1=(i,j+ 1)+ 1
k)= (i,j+1) +1
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= Cof(p)li,j+1)=0
ZzlgoOof(p)@}j):O
C<po,p1,- i gy =1

= (C(po), C(p1),-..)(i,4) = 1

= C(pi)(j) =1
= (Vm)p;(m) #j +1
= (Ym) f(p)(i,m) = (i,p(i,m)) + 1 # (i,j +1) + 1
= (Vk)f(p)(k) # (i,j +1) +1 '3
= Cof(p)(i,j+1)=1
= goCo f(p)(i,j) = 1. O

18Wenn es eine Zahl k = (a, b) gébe mit f(p)(k) = (3,5 + 1) + 1, dann wiirde gelten:
Ff)(k) = f(p){a,b) = (a,pla,b)y +1 = (i,7+ 1)+ 1 impliziert a = ¢ und damit p(i,b) = j+ 1.
Dann gilt p;(b) = j + 1. Das ist ein Widerspruch zu (Vm)p;(m) # j + 1.
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4.2.4 KDIVN

In [Myl92] wurde eine Funktion KON2 : B — N definiert, mit der der Grenz-
wert einer Folge berechnet wird.

KON2(p) : = {” +1 falls limy, o0 (p(m)) = n

0 sonst

~Jn+1 falls (3k)(Ym > k)p(m) =n
0 sonst

KON?2 ist nicht C-stetig, aber C?-stetig und, wie wir spiter sehen, nicht
vollstéindig fiir [B — N]2. KON2 berechnet nicht nur den Grenzwert einer Fol-
ge, sondern entscheidet dariiber hinaus auch, ob die Folge konvergiert oder nicht.
Das Problem ist schwieriger, als nur den Grenzwert zu berechnen, falls er exi-
stiert.

Fiir unsere Zwecke ist es besser, eine leichtere Funktion zu definieren, die
den Grenzwert einer Folge berechnet und die divergiert, wenn kein Grenzwert
existiert. Diese Funktion ist, wie wir sehen werden, C-stetig und erlaubt die
Definition einer Reihe von Funktionen, die vollsténdig fiir die Klassen in der
C-Hierarchie sind.

Definition 72 (KDIVY).
Sei KDIVY :C B — N definiert durch

KDIVN(p) : = {m falls limy,—, o0 p(k) = m ezistiert
div  sonst

_ {m falls (3z)(Vk > 2)p(k) =m

div  sonst

KDIVY berechnet den Grenzwert einer Folge aus B. Aber in Gegensatz zu
KON?2 divergiert diese Funktion, wenn p keinen Grenzwert hat.

Satz 62. KDIVYN ist C-stetig.
Beweis. Definiere f : B — B durch f(p)(0) := (0, 0) und

(p(n +1) + 1,75 (f(p)(n))) falls p(n) = p(n + 1)

_ p
fp)(n+1): {<0’W§2>(f(p)(n)) 1) falls p(n) # p(n + 1)

f wird benutzt, um eine Position zu entdecken, ab der die Folge konstant bleibt.
Falls der n-te Wert sich vom Wert davor unterscheidet, gilt f(p)(n) = (0, b), wo-
bei b ein Z&hler ist, der mit jedem Wechsel in p inkrementiert wird. Die Existenz
eines maximalen Wertes fiir b zeigt an, dass p konvergiert. Falls der n-te Wert
sich nicht vom Wert davor unterscheidet, gilt f(p)(n) = {(a,b), wobei a den Wert
von p(n) enthélt, um 1 inkrementiert.

Definiere g :C B — B durch g(p) := (min{n|p(0,n) = 1},p) und
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h:C B — N durch h{a,p) := min{n > O|p(n,a) = 0} — 1.

Dann gilt hogoC o INC o f(p) = KDIVN(p) fiir alle p € B.

Beweis:

Sei p divergent. Dann existiert fiir jedes n eine Zahl m

mit f(p)(m) = (0,n). Somit gilt C o INC o f(p){0,n) = 0 fiir alle n € N.
Dann gilt goCoINCo f(p) = div und hogoCoINCo f(p) = div = KDIVN(p).
Sei p konvergent. Dann gibt es eine Zahl n mit p(m) = n fiir fast alle m € N.
Dann gibt es ein minimales y mit f(p)(k) # (0,y) fiir alle k € N.

Dann folgt CoINCo f(p)(0,y) =1 und CoINCo f(p){0, z) = 0 fiir alle z < y.
Das impliziert go C o INC o f(p) = (y,C o INC o f(p)) und
hogoCoINCo f(p) =h{y,CoINC o f(p))

=min{m > 0|C o INC o f(p){m,y) =0} — 1

= min{m > 0[(3k) f(p)(k) = (m,y)} =1 =mn

= KDIVY(p). O

Lemma 21. Fir alle stetigen Funktion A :CB — N und B :C B — B gibt
es eine stetige Funktion D : B — B mit AoC o B(p) = KDIVNo D(p) fiir alle
p € Def(AoC o B).

Beweis. Fiir jede stetige Funktion B :C B — B sei B : N* — N* die assozi-
ierte isotone Funktion.!?
Definiere die totale Funktion B* : N* — N* durch

B*(() :== P(B(()))

B*(w) - P(v) falls es ein v # () gibt mit B(wz) = B(w) - v
B*(w) -0 sonst

fir alle w € N* und z € N,
wobei P : N* — N* definiert ist durch P(ny,...,ng) = (n1+1,...,n + 1).
Definiere die totale Funktion B’ : B — B durch

B'(p) == sup{B"(w)[w C p}

fiir alle p € B.

B’'(p) enthilt alle Elemente von B(p) in derselben Reihenfolge, um 1 erhoht,
mit zusétzlichen Nullen in der Folge. Wenn B stetig ist, dann ist es B’ auch.
Definiere C' : B — B durch

O (@) ium) = {o falls (3k < i)q(k) = n + 2

1 sonst

Fiir jede stetige Funktion A : B — N definiere A” durch

A"(q)(i) :=

A(q(i,0),...,q(i,i)) falls A(q(i,0),...,q{i,i)) existiert
1 sonst

19Fiir jede stetige Funktion f:C B — B gibt es eine isotone Funktion f : N* — N* mit der
Eigenschaft f([[p]ln) C f([[p]]m) fir alle n < m und limp oo f([[p]ln) = f(p). Der Beweis
dieses Satzes dhnelt dem Beweis des ,,Warteschleifentheorems” in [St89], Seite 63.
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Definiere D durch D := A” o C' o B'.
Dann gilt Ao Co B(p) =k
<= lim; 00 A” 0 C" o B'(p)(4)
<= KDIVNo A" 0 C' o B'(p) =
<= KDIVNo D(p) =k

und

Ao CoB(p) =div

<= lim; 00 A” 0 C" 0 B'(p)(i) = div

<= KDIVNo A" o C' o B'(p) = div

<= KDIVN o D(p) = div O

Lemma 22. Fir alle stetigen Funktionen A :CB — B und B :C B — B gibt

es eine stetige Funktion D : B — B mit
Ao C o B(p) = (KDIV(D(p)(0)), KDIVH(D(p)(1)), ...

Beweis. Fiir jede stetige Funktion B :C B — B sei B : N* — N* die assozi-
ierte isotone Funktion.

Definiere die Funktionen B* : N* — N* und B’ : B — B wie in dem vorigen
Beweis.

B'(p) enthélt wieder alle Elemente von B(p) in derselben Reihenfolge und um 1
inkrementiert, mit zusétzlichen Nullen in der Ausgabefolge. Wenn B stetig ist,
dann ist es auch B’.

C" : B — B ist definiert wie in dem Beweis zuvor, aber die Definition von A”
unterscheidet sich von der vorigen Definition:

Fiir jede stetige Funktion A :C B — B definiere A” durch

n  falls n = A(q(:,0),...,q{i,))(j) existiert
¢t sonst

A" (q) i, j) = {

Definiere D durch D := A” o C’' o B'.
Dann gilt (Ao C o B(p))(j) =k

= (limj00 A" 0 C" 0 B'(p)(8))(j) =
< lim; 00 (A" 0 C" 0 B (p) (i) (4))
<= KDIVN(A" o C' o B'(p)(5)) =
<= KDIVN(D(p)(j)) = k

und

(Ao CoB(p))(j) = div

<— (limj 00 A” 0 C" o B'(p)(4))(j) = div

k
k

> I

<= KDIVN(A" o ("o B’(p)zj)) = div
<= KDIVN(D(p)(4)) = div. O

Satz 63. f <o KDIV" fiir jede C-stetige Funktion f :B — N,

Beweis. Sel f = Ao C o B. Dann gibt es nach Lemma 21 eine stetige Funktion
D mit f(p) = Ao Co B(p) = KDIVY o D(p) fiir alle p € Def(f).
Somit gilt f <o KDIVN fiir alle C-stetigen Funktionen f : B — N. O

Die letzten beiden Satze implizieren

Satz 64. KDIVY ist 0-vollstindig fiir [B — N].
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KDIVY ist eine Funktion mit Bildbereich N. Wir definieren eine #hnliche
Funktion mit Bildbereich {0, 1}:

Definition 73 (K DIV},
Sei KDIVI0 .C B — {0,1} eine Funktion mit

0 falls limy_0o p(k) =0
KDIVION (p):= 1 falls limy 00 p(k) > 0

div  sonst

0  falls (3z)(Vk > z)p(k) =0
=41 falls (3m > 0)(3x)(Vk > x)p(k) =m
div  sonst

Aus dieser Definition folgt unmittelbar:
Satz 65. KDIVO1} st C-stetig.
Beweis. Definiere f : N — N durch

0 fallsn=0
fn) = {1 falls n > 0

fiir alle n € N.
Dann gilt KDIV{%1}(p) = f o KDIVN(p).
Da KDIVYN C-stetig ist, ist auch K DIV} Costetig. O

Satz 66. f <o KDIV{%'} fiir jede C-stetige Funktion f :C B — {0,1}.
Beweis. Der Beweis dhnelt dem Beweis von Satz 63. O]

Das impliziert

Satz 67. KDIVI% jst 0-vollstindig fiir [B — {0,1}].
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4.2.5 KDIV}Y

Die néchste Definition definiert eine Funktion, die die Grenzwerte von unend-
lich vielen Teilfolgen berechnet und dann den Grenzwert von all diesen Werten
berechnet, falls er existiert.

Definition 74 (KDIVJY).
Sei KDIV) :C B — N definiert durch
KDIV2N(p) _ {n falls limy_, oo lim,, oo p{I,m) = n emxistiert
div  sonst

B {n falls (3r)(VL > r)(3k)(Ym > k)p{l,m) =n

div  sonst

Mit einer rekursiven Definition ist es moglich, KDIVY zu verallgemeinern.
Durch KDIV} wird der Grenzwert n-mal iteriert.

Definition 75 (lim, . &, )—o0c)-

Definiere im, | . k)00 :C B — N durch

lim(y 00 (p) := 0,

hm(kl)—mo(p) = hmlﬂ—)oo(p(kl)) und

Mg, k) =00 (P)

i= Mg, oo (M (ky, . ks )00 ((P)0), M (kg ks )00 ((P)1)5 - - 2)-

Definition 76 (KDIV,Y).
Definiere KDIV,{V :CB — N durch

KDIVN(p):=  lim  (p)

(kl,...,kn)*)OO

fiir alle p € B.

Analog verallgemeinern wir K DIV {0:1}:
Definition 77. Definiere KDIV,\>" :C B — {0,1} durch

KDIV{®Y (p) :=0
KDIV"Y (p) := KDIVIO (p) und

0 falls lim, | 5 )—oc(p) =0
KDIVjovl}(p) L= 1 falls lim(]gl),,,,k")—)oo(p) >0
div  sonst

fir alle n > 2.
Die nichsten Lemmata werden fiir den Beweis des néchsten Satzes gebraucht:
Lemma 23 (Berechnung einer Folge mit dem Grenzwert).

Es gibt eine C-stetige Funktion h : B — B mit h(p) = q und
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1. ¢ =0% falls lim,,— o p(m) = div
2. (Ji)g = 0i(n + 1)0% falls lim,,_, p(m) = n ezistiert

Beweis. Definiere f : B — B durch f(p)(0) := (0,0) und

(p(n) + 1,757 (f(p)(n))) falls p(n) = p(n + 1)

fp)(n+1):= {<077T;2)(f(p)(n)) +1) falls p(n) # p(n + 1)

Definiere g : B — B durch

a falls p(0,n) =0 und p(0,n+ 1) =1
g(p){a,n) = und p{(a,n) =0 und a > 0
0 sonst

f und g sind stetig.

Definiere h : B — B durch h(p) := go C o INC o f(p) fiir alle p € B.

Dann hat h die Eigenschaften des Lemmas.

Beweis:

Sei p divergent. Dann gibt es fiir jedes n eine Zahl m

mit f(p)(m) = (0,n). Somit gilt C o INC o f(p){0,n) = 0 fiir alle n € N.

Dann gilt h(p) =go C o INC o f(p) = 0“.

Sei p konvergent. Dann gibt es eine Zahl n mit p(m) = n fiir fast alle m € N.
Dann gibt es ein minimales y mit f(p)(k) # (0,y) fiir alle k € N.

Dann folgt CoINCo f(p)(0,y) =1 und CoINCo f(p)(0, z) = 0 fir alle z < y.
Dann gilt h(p) = go C o INC o f(p) = 0¥ (n + 1)0%. O

Lemma 24 (Berechnung einer Folge mit dem Grenzwert von positiven Werten).
Es gibt eine C-stetige Funktion h' : B — B mit h'(p) = q und

(3i)g = 0 (n + 1)0%, falls lim p(m) = n existiert

m—o00,p(m)>0

Beweis. Definiere B : B — B durch B(p)(0) := p(0) und

B(p)(n) fallsp(n+1)=0
p(n+1) sonst

B(p)(n+1) := {

Dann hat A’ := h o B mit der Funktion h aus Lemma 23 die geforderte Eigen-
schaft und ist C-stetig. O

Lemma 25 (Berechnung von Folgen mit den Grenzwerten).
Es gibt eine C-stetige Funktion h : B — B mit f(p) = q und

1. {q); = 0%, falls lim,,_, p(j, m) = div
2. (3i){(g); = 0"(n + 1)0%, falls lim,,_ p(j, m) = n existiert

fiir alle j € N.
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Beweis. Definiere f : B — B durch f(p){(i,0) := (,0,0) und

(i, pli, 3y + 1,70 (F(0) (i, ) falls pli, 5) = pli, j + 1)

Hh s {<i,o,w§3><f<p><z‘,j>> +1)  sonst

Definiere g : B — B durch

a falls p(i,0,n) =0 und p(i,0,n+1) =1
g(p){i,a,n) = und p(i,a,n) =0und a >0
0 sonst

f und g sind stetig.

Definiere h : B — B durch h(p) := go C o INC o f(p) fiir alle p € B.

Dann hat h die Eigenschaften des Lemmas.

Beweis:

Sei p; divergent. Dann existiert fiir jedes n eine Zahl m

mit f(p)(i,m) = (i,0,n). Somit gilt C o INC o f(p)(i,0,n) = 0 fiir alle n € N.
Somit folgt (h(p)); = (go C o INC o f(p)); = 0“.

Sei p; konvergent. Dann gibt es eine Zahl n mit p(i, m) = n fiir fast alle m € N.
Dann gibt es ein minimales y mit f(p)(i, k) # (i,0,y) fir alle k € N.

Dann gilt C o INC o f(p)(i,0,y) = 1 und C o INC o f(p)(s,0, z) = 0 fiir alle
z < y.

Dann gilt (h(p)); = (go C o INC o f(p)); = 0¥ (n + 1)0~. O

Lemma 26 (Gesamtfolge konvergiert).
Sei p € B eine Folge mit (Ym){(p),, € 0*NO¥ U 0% und lim,, oo max((p)m) =
n > 0 existiert. Dann gilt

p(i) =n

im
i—00,p(1)#0
Beweis. Falls

lim max((p);) = n,
11— 00

existiert, dann miissen die Werte ungleich 0 in den Folgen (p); von einer gewissen
Stelle an alle gleich n sein. Das gilt dann auch fiir die gesamte Folge p. O

Lemma 27 (Berechnen eines Wertes aus einer Folge).
Es gibt eine stetige Funktion f :C B — B mit der Figenschaft:

div  sonst

fp) = {a falls p € 0%(a + 1)B

Beweis. Der Beweis ist trivial. O

Definition 78 (KDIV)).
Definiere KDIV, als die Menge von Funktionen f, :C B — B mit

(Vp € B) fo(p) = p und

(VpeB)(a=  lim  p= (3i)fa(p) = 0'al”)

(k1y.eskn)—r00

123
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Lemma 28. Fir alle n € N gibt es eine C™-stetige Funktion f € KDIV,..

Beweis. Der Beweis wird mit vollstindiger Induktion durchgefiihrt.
n=_0:

f € KDIV] = f =id. Dann ist f stetig und somit C%-stetig.
n—n+1:

Sei

lim =a
(kla-»~7kn+l)‘>oo(p)
Wenn n = 0, dann gibt es nach Lemma 23 eine C-stetige Funktion f € KDIV/.
Wenn n > 0 dann gibt es nach Induktionsannahme eine C™-stetige Funktion
g € KDIV,.
Sei ¢’ :C B — B definiert durch ¢'(po,p1,.-.) := (9(po), g(p1),-..).
Nach Lemma 19 ist mit g auch ¢’ C"-stetig.
q:=9(p) = (q0,q1,--.) ist eine Folge von Folgen mit der Eigenschaft
lim  (p) =b= (3j)g =07 (b+1)0°
(kQ,...,kn_Fl)*}OO

Nach Lemma 26 gilt

lim ¢(i)=a+1

i—00,q(i)>0

Nach Lemma 24 gibt es eine C-stetige Funktion & : B — B mit h(g) = ¢’ mit
(/)" = 0/ (a + 1)0¢

Definiere f durch f := hog’. Dann gilt f € KDIV, | und f ist C"'-stetig. O

Satz 68. KDIV. ist C"-stetig.

Beweis. Es gibt eine C"-stetige Funktion h € KDIV,..
KDIVY(p) = f o h(p) fiir alle p € Def(KDIV}) mit der stetigen Funktion f
von Lemma 27.

Dann ist K DIV auch C"-stetig. O
Lemma 29. Falls f . CB - B, f = A,0Co...A; o C o Ay, mit stetigen
Funktionen Ay, ..., A,, dann gibt es eine stetige Funktion B mit

flp)@@) = lim B(p) (i, kn, ... k1).

(kn,...,kl)—>oo

Beweis. Der Beweis wird durch vollstindige Induktion gefiihrt.

n = 0: f ist stetig und f(p)(i) = lim()_ f(p)(4).

n = 1: Dies entspricht Lemma 22.

n—n+1:Sei f=A,4,10Co0...A;0C o Ap.

Dann ist g = A,0Co...A; 0C o Ay C"-stetig. Nach Induktionsannahme gibt
es eine stetige Funktion B mit



4.2 Vollstandige Funktionen

Definiere C' : B — B durch

0 falls (Fk <j)glk)=1i+1
1 sonst

C'(q)(i, ) == {
Definiere A’ durch
A'(q)(i,7) = Any1(q(0,7),q(1,4),...)(9)
Definiere B’ := A’ o C’ o B. Dann gilt
fp)(i) = jli{l;o(A' o C" o g(p))(i,J)

= lim (A oC o B®)knsr,... k1)

= lim (B'(p)) (i kns1s- -5 k1)

Satz 69. Jede C"-stetige Funktion f :C B — N ist 0-reduzierbar auf K DIV,

Beweis. Sei f :C B — N eine C"-stetige Funktion.
Dann gibt es stetige Funktionen Ag,..., A,—1 :CB — B und A4, :C B — N mit

flp)=A,0Co0...0A;0C 0 Ay(p).
Definiere g :C B — B durch
g(p):idoCo...OAlocOAO(p)~

Dann gibt es nach Lemma 29 eine stetige Funktion B mit

900 = tm  (BO)G k. k)

LORERRRIL

Dann gilt
flp) = lim (A 0 B(p))(kn, ... k1)

(Enyennsk1)—o0

Aus f(p) # div folgt dann f(p) = KDIVY o A,, o B(p).
Damit gilt f <q KDIV}. O

Die letzten beiden Sétze implizieren

Satz 70. KDIV! ist 0-vollstindig fiir [B — N|™.

Analog kénnen wir beweisen:

Satz 71. KDIV,\"" ist 0-vollstindig fiir [B — {0,1}]™ fiir alle n € N.
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4.2.6 KDIV®>

Definition 79. Sei KDIV*> :C B — B definiert durch

KDIV™(po,p1,...) = (KDIVN(po), KDIV (py),...)

Satz 72. KDIV*> ist C-stetig.

Beweis. Der Satz folgt aus Satz 68 und Lemma, 19. O

Satz 73. C' <o KDIV*>°.

Beweis. Definiere C’ : B — B durch

0 falls (In <jpn)=i+1
1 sonst

C'(p){i, j) = {

Dann ist C” stetig und fiir alle ¢ € N gilt

C(p)(i) = lim C’(p)(i,n)

n—oo

Somit gilt C(p) = KDIV> o C'(p) und damit C <o KDIV®>°. O

Satz 74. f <; KDIV® fir jede C-stetige Funktion f :C B — B.

Beweis. Falls f :C B — B C-stetig ist, dann gibt es stetige Funktionen A und
B mit f(p) = Ao C o B(p) fiir alle p € B.
Da C auf KDIV® 0O-reduzierbar ist, folgt f <; K DIV unmittelbar. O

Das impliziert

Satz 75. KDIV™> ist 1-vollstindig fiir [B — B]'.
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4.2.,7 KDIV®

Wir definieren KDIV® als Verallgemeinerung von K DIV und betrachten
Beziehungen zu K DIV}

Definition 80 (K DIV,®).

Definiere KDIV,® :C B — B durch

KDIVg©(p) :=p und KDIV>®(p) := KDIV®>(p) und
KDIV>(p) := (KDIVN(po), KDIVN(py),...) fiir n > 1.

Satz 76. KDIV;>® ist C™-stetig fiir alle n € N.

Beweis. KDIVy® ist stetig und K DIV ist C-stetig.

KDIV,®(p) = (KDIV(po), KDIVY(p1),...) fiir n > 1.

Nach Satz 68 ist K DIV C"-stetig.

Nach Lemma 19 ist K DIV ebenfalls C"-stetig. O

Lemma 30. Fir alle stetigen Funktionen A :CB — B und B :C B — B g¢ibt
es eine stetige Funktion B* : B — B mit
AoCoB(p)(i) = limy,_eo B*(p)(i,n).

Beweis. Fiir jede stetige Funktion 4 :C B — B sei A : N* — N* die isotone
Funktion.
Definiere die totale Funktion A’ durch

und

Awz) = A'(w) - P(v) falls es ein v # ¢ gibt mit A(wx) = A(w) - v
) 0 sonst

mit P : N* — N* definiert durch P(nq,...,n;) :==(n1 +1,...,np + 1).

A’(p) enthalt alle Elemente von A(p) in derselben Reihenfolge und um 1 erhéht,
mit zusétzlichen Nullen in der Folge.

Definiere C’ durch

0 falls (3k <i)g(k) =n+2
1 sonst

C'(q)(i,n) = {

Fiir jede stetige Funktion A : B — B definiere A” durch

(A(g(n,0),...))(@) falls (A(g(n,0),...))(i) existiert

n sonst

A"(q)(i,n) = {

Definiere B* durch B* := A” o C' o B'.

Dann gilt Ao Co B(p)(i) =k

< lim,, oo A" 0 C" o B'(p)(i,n) = k

< lim,,_ o0 B*(p)(i,n) = k. O

Satz 77. Sei f :C B — B eine C"-stetige Funktion.
Dann gibt es eine stetige Funktion B mit

FP)(E) =lim;, oo ... My, oo (B(D) (&, ny - - -, 11)).
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Beweis. Der Beweis wird durch Induktion {iber n gefiihrt.

n =20:

Falls f CY-stetig ist, dann ist f stetig und

f(p)(@) = lim;y o0 - - - lim;, 500 B(p)(¢) mit der stetigen Funktion B := f.
n=1:

Falls f C-stetig ist, dann gilt f <o KDIV> = K DIV nach Lemma 30.
n—n+1:

Sei f C"*t1l-stetig. Dann gibt es eine C'-stetige Funktion g; und eine C™-stetige
Funktion go mit f = g1 o ga.

Es gibt eine stetige Funktion A; mit

91(p) (@) = limy, 00 b1 (p) (i, i1).

Nach Annahme gibt es eine stetige Funktion ho mit

hl o gg(p)(_]) = limi"*)m ‘e limilﬁoo hg(p)<l, in; cee 7i1>.

Dann gilt f(p)(i)

= g1 0 g2(p)(4)

=1im;, ,, 00 h1 © G2(P) (4 iny1)

= 1imin+1*>m . llmllﬁm hg(p)<<’é, Z.n+1>, in, N ,i1>

= liminJrlﬁoo . hmil%oo hg(p)<i7 in+1, in, e ,’i1>.

Hieraus folgt unmittelbar der nichste Satz:
Satz 78. f <; KDIV>® fir jede C"-stetige Funktion f fir alle n € N.

Aus diesen Séatzen folgt:

Satz 79. KDIV>® ist 1-vollstindig fir [B — B|™ fiir alle n € N.
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4.2.8 Logische Beschreibung von C"-stetigen Funktionen

Satz 80. Fiir jede C™-stetige Funktion f :C B — N gibt es eine Funktion
g9 :C B — N mit f(p) = g(p) fir alle p € Def(f) und

_)n falls (3)(Vkr > 11) ... (Tlin) Vkm > L) A(p) k1, - km) =1
9(p) = {div sonst

mit einer totalen stetigen Funktion A :B — B.

Beweis. Nach Satz 70 ist KDIV} 0-vollstindig fiir [B — N]™. Somit gibt es
eine stetige Funktion A : B — B mit

f(p) = KDIV, o A(p)

fiir alle p € Def(f). Das impliziert

f(p) = n falls (3l1)(Vk1 > 11) ... 3ln) (Vkm > L) A(p){k1, ... km) =n
P div  sonst

fiir alle p € Def(f). O

Satz 81. Sei A:B — B eine totale stetige Funktion.
Definiere f :C B — N durch

Fp) i {Zw ];Zz:,st(azl)(vh >10) o (A (Ve > L) AD) (K1, k) =0

Dann ist f C™-stetig.

Beweis. Sei f:C B — N definiert durch

n  falls () (Vk1 > 11) ... (Fln) (Vkm > 1) AP) k1, .. km) =1

Fp) =1
1w sonst

Dann gilt f = KDIV o A. Da KDIV} C™-stetig ist, folgt das auch fiir f. O

Man kann sagen, dass alle C"™-stetigen Funktionen durch diese logischen

Ausdriicke beschrieben werden kénnen. Nur die Definitionsbereiche der Funk-

tionen konnen verschieden sein.

Diese Resultate kénnen analog auf die anderen Arten von Funktionen {iber-
tragen werden:

129



4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Satz 82. Jede Funktion f :C B — {0,1} ist C™-stetig, gdw. sie ausgedriickt
werden kann durch

0 falls (311)(Vk1>11) (T (Ve > L)

A(p) (k1. km) =0
flp)=<1 falls (311)(Vk1 >1) . (Fln) Ve > L)
Alp){k1, ... km)=n>0
div  sonst

mit einer totalen stetigen Funktion A :B — B.

Satz 83. Jede Funktion f :C B — B ist C"™-stetig, gdw. sie ausgedriickt werden
kann durch

n falls (k) (Vi > k1) .. (Fkm) (Vi > k)
fp)(@) = Ap) iy, .. ) =n

div  sonst

mit einer totalen stetigen Funktion A : B — N.

Die Beweise sind dhnlich zu den Beweisen zuvor.
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4.2.9 Weitere Klassen in der C"-Hierarchie

Die logische Beschreibung der Klassen der C™-stetigen Funktionen fiihrt zu der
Idee, andere logische Definitionen zu probieren und sie miteinander zu verglei-
chen.

Wir werden nur logische Ausdriicke mit dem V-Quantor am Ende benutzen.
Zum Beispiel definiert

fp) = {n falls (3k) (vl > k)p(l) = n

div sonst

eine Funktion mit einem eindeutigen Funktionswert, dem Grenzwert der Folge
p, falls er existiert.

Falls wir den 3-Quantor am Ende verwenden, erhalten wir mehrwertige Funk-
tionen.

~Jn Aalls (VE)(3 > k)p(l) =n
9(p) = {div sonst

berechnet z.B. die Menge aller Zahlen, die unendlich oft in p vorkommen. Es
kann mehr als eine Zahl mit dieser Eigenschaft geben.

Definition 81.
Sei Cg,dw die Menge aller Funktionen f :C B — N mit

_Jm+1 falls A(p) =m
) = {div sonst

mit einer stetigen Funktion A :B — N.

Definition 82.
Sei Cg,tot die Menge aller Funktionen f :B — N mit

m+1 falls A(p) =m
f(p) == { )
0 sonst
mit einer stetigen Funktion A :B — N.
Definition 83.
Fiir alle geraden n > 0 sei Cg,dw die Menge aller Funktionen f :C B — N mit
m—+1 falls (Elkl)(ng > kl) R (E”Cnfl)(an > knfl)
f(p) = A(p)<k2,k47...,k‘n> =m
div sonst
mit einer stetigen Funktion A : B — B.
Definition 84.
Fir alle geraden n > 0 sei Cy,,, die Menge aller Funktionen f:B — N mit
m—+1  falls (3ky)(Vka > k1) ... Fkp1)(VEkn > k1)
f(p) = A(p)<k2,kj4,...,k‘n> =m

0 sonst

mit einer stetigen Funktion A : B — B.
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Definition 85.

o ; n
Fiir alle ungeraden n sei Cv,dw

die Menge aller Funktionen f :C B — N mit

m+1  falls (Vk1)(3ka)(VEks > k2) ... (Fkn—1)(Vky > kn_1)
f(p) = A(p)<]<l1,k‘3,...,l”> =m

div sonst

mit einer stetigen Funktion A :B — B.

Definition 86.
Fir alle ungeraden n sei Cy ,,, die Menge aller Funktionen f:B — N mit

m+1 falls (Vkl)(ﬂkg)(ng > kz) C (Hkn—l)(an > kn—l)
f(p) = A(p)<k17k3a,ln>:m
0 sonst

mit einer stetigen Funktion A : B — B.

Satz 84.
Eine Funktion f :C B — N ist stetig, gdw. f <o g fiir eine Funktion g € C37div.

Beuweis.
=: Sei f stetig. Dann ist die Funktion g, definiert durch

o(p) = {n—|— 1 falls f(p) =

div sonst,

in C&div. Dann gilt f = DEC o g und damit f <5 g.
=:Sei f <y g fiir g € CY 4,,- Dann ist g stetig und damit auch f. O

Satz 85.
Eine Funktion f :C B — N ist Q-stetig, gdw. f <5 g fiir eine Funktion g €
Cg tot*

Beweis.

= Sei f Q-stetig. Dann gilt f(p) = A(p, Qo B(p)) mit stetigen Funktionen A
und B.

Definiere D durch

LKp):{O falls (3k)p(k) # 0

div sonst

D ist stetig.
Dann ist g, definiert durch

Mm&{lmMD@:

0 sonst,

in CY tot-

Danz gilt Q(p) =0= (Vk)p(k) =0= D(p) = div=g(p) =0
und (p) = 1= (Fk)p(k) # 0= D(p) = 0= g(p) = 1.
Somit gilt Q(p) = g(p) und das impliziert f <s g.
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<=:Sei f <y g fiir g € C’&tot. Dann gilt f(p) = A(p,g o B(p)) mit stetigen
Funktionen A und B und

m+1 falls A'(p)=m
9(p) =
0 sonst,

mit einer stetigen Funktion A'.
Nach dem Warteschleifenlemma?® gibt es eine stetige Funktion D mit

D(p) =0 & A'(p) = div.

Dann gilt Qo D(p) =0 < g(p) = 0.
Definiere X durch

A(p,0) falls k=0

Xp.k) o= {A(p, A" o B(p)+1) sonst

Dann gilt go B(p) =0

= A’ o B(p) = div

= Do B(p) = 0¥

= QoDoB(p)=0

= X(p.o Do B(p)) = X(p,0) = A(p,0) = A(p, g o B(p))

und go B(p) =m+1

= A'oB(p) =m

= Do B(p) # 0¥

= QoDoB(p) =1

= X(p,o Do B(p)) = X(p,1) = A(p, A" o B(p) + 1) = A(p, g o B(p)).
Somit gilt f(p) = A(p,go B(p)) = X(p,Q o Do B(p)). Also ist f Q-stetig. [

Satz 86.
Eine Funktion f :C B — N ist C-stetig, gdw. f <o g fiir eine Funktion g €
C@ div*

Beweis.
=>: Sei f C-stetig. Nach Satz 80 gibt es eine totale stetige Funktion A mit

F) = {n falls (3k)(VI > k)A(p)(1) = n

div sonst

Definiere die Funktion g durch

div sonst

o) = {n +1 falls (Jk)(V1 > k)A(p)(1) = n

Dann gilt f = DEC o g.
=
Sei g definiert durch

o) = {;T Zzlrllzt(ak)(vz > k)A'(p)(I) = n

20[St89] Seite 63
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mit einer stetigen Funktion A’, und gelte f(p) = A(p,g o B(p)) mit stetigen
Funktionen A und B.
Nach Satz 80 ist die Funktion h, definiert durch

_n falls (3k)(VI > k)A'(p)(1) =n
hp) = {div sonst

C-stetig. Also gilt f(p) = A(p,g o B(p)) = A(p,1 + h o B(p)). Damit ist die
Funktion f C-stetig. O

Fiir die nichsten Sétze brauchen wir Variationen der Grenzwertberechnung.

Definition 87. Fiir n > 0 definiere lim,, durch lim, == KDIVY +1,

_ m+1  falls limyg, o0 - .. limg, 0op(n) =m
llmn(p) = . " )
div sonst
lim,, durch
— m  falls lim,(p) =m
i (p) = { f (p) ’
0 sonst

Lim,, durch

Limy,(p) = {m falls lim,,(po) = limp(p1) = ... =m
div  sonst
und Lim,, durch
Timn(p) = {m falls lim., (po) = limp(p1) = ... =m
0 sonst
_Jm  falls Lim,(p) =m
10 sonst

Fiir n =0 definiere limg durch
limo(p) := p(0) + 1

limg durch o
limo(p) := p(0) + 1

Limg durch

. m+1 fallsp(0)=p(1)=...=m
Limo(p) = { +1 falls p(0) = p(1)
div sonst
und Limg durch
N m+1 fallsp(0)=p(1)=...=m
Timo(y) = { falls p(0) = p(1)
0 sonst

m  falls Limg(p) = m
0 sonst
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Satz 87 (Funktionen in Cf ;;, oder C3, ;).
limy, ist 0-vollstindig fir C3",, fir alle n.
lim,, ist 0-vollstindig fiir C\gﬁot fiir alle n.
Lim,, ist 0-vollstdndig fiir C’@Zlﬂl fiir alle n.

Lim,, ist 0-vollstdndig fiir C’@ﬁjtl fiir alle n.

Beweis. Der Beweis ist einfach und wird deshalb ausgelassen. O

Satz 88.
Eine Funktion f :C B — N ist C"-stetig, gdw. [ <5 lim,,.

Beweis.
Es ist leicht zu sehen, dass lim,, =2 K DIV}, Somit ist lim,, 2-vollstindig fiir
die Klasse der C™-stetigen Funktionen. O

Die Beziehungen zwischen l¢m,,, Lim,,, lim,, und Lim,, sind hier graphisch
dargestellt und sollen im Folgenden bewiesen werden.
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4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Limg limg = Lima

lim; = Limy

limg = Limg = limy

Abbildung 12: <s-Reduzierbarkeit zwischen lim,,, Lim,, lim, und Lim,

Satz 89. lim,, =2 Lim,, fir alle n € N.

Beuweis.

lim,, <9 Lim,,:

Definiere B durch B(p) := ¢ mit ¢; := p fiir alle i € N. Dann gilt lim,,(p) =
Lim,, o B(p) fiir alle p € B.
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4.2 Vollstandige Funktionen

Lim,, <5 lim,,:

Definiere B durch B(p) := pg. Wenn Lim,, (p) = m, dann gilt lim,,(po) = m fiir
alle p € B.

Somit gilt Lim,,(p) = lim,, o B(p) fiir alle p € Def(Lim,,). O

Satz 90. lim,, S» lim,, fir alle n € N.

Beweis.

lim,, <, lim,,: Der Beweis ist einfach.

limy, £o limy,:

Zuerst zeigen wir K7 <y lim,,*". Die universelle Funktion U" ist C"-stetig. Also
ist die Funktion U0Y, definiert durch

n 0 falls U7 (p) existiert
U0y (p) = {d' x (P)
10 sonst,

auch C™-stetig.
Nach Satz 82 gibt es eine stetige Funktion A mit

v0n () - {0 falls (311)(Vkr > 11) ... (3l) (Vhp > L) A(p) (k1. . . ) =0

div sonst
Dann gilt

1 falls (3l1)(Vk1 > 1y) ... (3l,)(Vk, > 1,)A(P){k1,...,kn) =0
UO;@0+1::{  falls (30)(Fhy > 1) - Bla) (Vo > 1) A(p) (b )
div  sonst,
Somit gilt U0 (p)+1 = lim, (A(p)). Das impliziert K} (p) = NEGolim,, o A(p).
Dann wiirde die Annahme lim,, <o lim,, implizieren, dass K;‘ <5 lim,, < lim,
gilt.
Das wiirde implizieren, dass K} C"-stetig ist. Aber das ist nicht wahr nach Satz
5.1 in [Myl92]?2. O

Satz 91. lim,, So limy41 fiir alle n € N.

Beweis.
limg, <g limy41:
Da lim,, C"-stetig ist, gibt es nach dem Warteschleifenlemma?®®

Funktion D mit

ov falls lim,, div
mmz{ ()

eine C"-stetige

0i(m + 1)0% falls lim,(p) = m fiir ein i € N

2lgiehe Definition 66
22|Myl92] Seie 62
23[St89] Seite 63
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4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Definiere B durch
1 falls p(n) >0

0 sonst

B(p)(2n) = {

und
p(n)+1 falls p(n) >0

0 sonst

B(p)(2n+1) = {

Definiere A durch

0 falls p(0) =1
A(g) =< p(k) —1 falls k = min{i|i > 0,p(i) > 0} existiert
div sonst

Dann gilt lim,, = AoCoBoD.

Beweis:

limy,(p) = 0

= lim, (p) = div
= D(p) =0¥

= BoD(p)=0%

=CoBoD(p) =1¥

= AoCoBoD(p)=0

und lim,,(p) =m + 1

= lim,(p) =m+1

= (3i)D(p) = 0°(m + 2)0v

= (3i)B o D(p) = 0%1(m + 3)0%

= CoBoD(p)(0)=0=CoBoD(p)(m+2)
und (Vj & {0,m+2})CoBoD(p)(j)=1

= AoCoBoD(p)=m-+1

Da D C"-stetig ist, ist Ao C o Bo D C"*l-stetig. Somit ist lim,, C"T'-stetig.
Das impliziert lim,, <o limpy1.

lianrl fg %n

Annahme: lim,, <g lim,.

Dann gibt es stetige Funktionen A und B mit

limyy1(p) = A(p,lim, o B(p)) fiir alle p € B.

Wenn es keine Folge p gibt mit lim,, o B(p) = 0, dann gilt lim,.1(p) =
A(p, lim,, o B(p)). Dies gilt, weil lim,(p) = lim,(p) fiir alle konvergierenden
Folgen p. Aber das impliziert lim,; <o lim,. Da lim,,; C"!-vollstindig
und lim,, C™-stetig ist, ist das nicht moglich.

Somit gibt es eine Folge p mit lim,, o B(p) = 0.

Falls lim,, o B(p) = 0 nur fiir Folgen p mit lim,,+1(p) = div gelten wiirde, dann
wiirde auch lim,,1(p) = A(p,lim,, o B(p)) gelten.

Also muss es Folgen p geben mit lim,, 11(p) # div und lim,, o B(p) = 0.
Nehme an, es gibt eine Zahl z und eine Folge p mit

limy11(p) = = und lim,, o B(p) = 0.
Dann gilt -
limpi1(P) = © = A(p, lim,, o B(p)) = A(p, 0)
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4.2 Vollstandige Funktionen

Da A stetig ist, gibt es eine Zahl K mit
A(p,0) = z fir alle p mit [[p]]x C p

Definiere * : N* x N¥ — N* durch

w s p(n) = {w(n) falls n < lg(w)
p(n) sonst

Definiere w := [[p]]x und A’ durch A'(p,a) := A(w * p,a) und B’ durch
B'(p) :=w * p.
Dann gilt A'(p, lim, 0 BoB'(p)) = A(w*p,lim, o B(wxp)) = A(p,lim, o B(p)),
da die Ersetzung eines endlichen Prifixes nicht das Konvergenzverhalten der
Folge dndern kann.
Definiere weiter B” durch B”(p)(i) := p(i) + © + 1 und A* durch A*(p,a) :=
Alw*g,a) —x—1mit g:= (p(0) +z+1,p(1) +z+1,...).
Definiere B* durch B* := Bo B’ o B”.
Dann gilt A*(p, lim,, o B*(p))
= A(wx*gq,lim,oBoB oB"(p))—z—1
= A(w * ¢,lim, c Bo B'(¢q)) —z — 1
= A(w * ¢,lim, o B(w*q)) —xz — 1
= A(q,lim, o B(q)) — = — 1 (ein endliches Prifix &ndert nicht den Grenzwert)
= A(p,lim,, o B(p)) (da q(i) = p(i) + x + 1 fiir alle 7).
Die Hauptsache ist, dass lim,,0 B*(p) = 0 nicht moglich ist. Also gilt lim,,,1(p) =
A*(p,lim,, o B*(p)) = A*(p,lim,, o B*(p)).
Somit wiirde wieder lim,+1 <o lim,, impliziert. Und das ist ein Widerspruch.

O

Lemma 31. K{Z <o Lim,, fiir alle n > 0.
Proof. Kj(p) =0
< Uy (p,p) existiert
= (Vi)Uj,(p, p)(i) existiert
= (Vi)Em)Uy(p, p) (1) = m
< (Vi) (3m) (3k1) (VI > k1) ... (Fkn) (Y > k) A(D) (i, 11, ... 1) = m 24
— (Vl)(ﬂk‘l)(Vll > k‘l) - (Hkn)(Vln > kn)A(p) <i, liy..., ln> =T (kl
< (Vi)(3k1)(Vly > k1) ... (Fkn) Vi > k) A (p) (i, 11, ..., 1,) =0
< Lim,oA'(p)=1
<= NEG o Lim,, o A'(p) =0,
wobei A’ definiert ist durch

A )i L) = {O- falls A(p){(i,11,...,1,) existiert

div  sonst

und damit K} (p) =1 & NEG o Lim, o A'(p) = 1. O

Satz 92. leo SQ lzml

24mit stetigem A
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4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Beweis.
Definiere DEC : N — N durch

k—1 fallsk>0

0 sonst

DEC(k) := {

und B : B — B durch B(p)(0) := p(0) + 1 und

0 falls B(p)(n) = 0 oder p(n) # p(n+ 1)
B(p)(n) sonst

B(p)(n+1):= {
Dann gilt Limg(p) = m + 1
= (Vk)p(k) =m
= (VK)B(p)(k) =m +1
= lim; o B(p)(k) = m+2
= DEColimioB(p)=m+1
und Limg(p) =0
= (Fk)p(k) # p(k + 1)
= (3k)(VI > k)B(p)(I) =0
= limy o B(p) =1
= DEC olim; o B(p) = 0.
Also gilt Limg = DEC o lim; o B. Das impliziert Limg <o lim. O

Satz 93. Lim,, %2 limy41 fir alle n > 0.

Beweis.

K <o Lim,, nach Lemma 31. K st C"*2_stetig, aber nicht C"*1-stetig.
Also wiirde Lim,, <o lim,+; = K <5 limyy1 gelten. Aber das impliziert,
dass lim, 1 nicht C™*'-stetig ist oder K, C"*'-stetig ist. Das ist ein Wider-
spruch. O

Satz 94. lim,11 %2 Lim, fir allen € N.

Bewets.
Wenn lim,, 11 <o Lim,, dann gibt es stetige Funktionen A und B mit

limy,11(p) = A(p, Lim,, o B(p))

Wegen limy,+1(p) # div impliziert Lim,, o B(p) # 0 (das Argument ist dasselbe
wie im Beweis des Satzes 91), ist dies dquivalent zu

limn+1(p) = A(p, Lim,, o B(p))

Und wegen lim,, =2 Lim,, impliziert das lim,+1 <g lim,,.
Das ist ein Widerspruch. Also gilt lim,,+1 €2 Lim,,. O
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4.2 Vollstandige Funktionen

Satz 95. lim,, <y Lim,, fir alle n € N.

Beweis. Definiere A durch A(p) := (p,p,...).
Dann gilt lim,,(p) = Lim,, o A(p) fiir alle p € B. O

Satz 96. Lim,, %2 lim,, fir alle n > 0.

Beweis. Aus Lim,, <5 lim,, wiirde Lim,, <, limy, 41 folgen nach Satz 91. Das
ist ein Widerspruch zu Satz 93. O

Satz 97. Limo gg %0.

Beweis. Definiere A durch

0 fallsk=1
1 sonst

Alp, k) = {
Dann gilt Q(p) = A(p, Limo(p)) fiir alle p € B.
Beweis:
Q(p) =0
= (Vk)p(k) =0
= Limg(p) =1
= A(p, Limg o B(p)) = 0 und
Qp) =1
= (3k)p(k) # 0
= Limgo B(p) =0
= A(p, Limg o B(p)) = 1.
Aus mo §2 MO und Q SQ mo fOlgt Q SQ %0.
Das ist aber nicht moglich, da limg stetig ist.
Also gﬂt mo £2 %0. O]

Satz 98. Lim, $o limy, 1 fiir alle n € N.

Beweis.

len <o W'fﬂrl:

Definiere f durch f(p) := (p,p,...). Dann gilt Lim,(p) = lim,1 o f(p).
limp1 o Limy:

mnH <o Lim,, impliziert lim,, 1 <o Lim,. Das ist ein Widerspruch zu Satz
94. O
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4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Die Reduzierbarkeitsrelationen zwischen lim,,, lim,,, Lim,, und Lim, kon-
nen benutzt werden um die Relationen der Mengen C,,, und C3 ,;, zu unter-
suchen. Ein Beispiel dafiir gibt der nichste Satz.

Satz 99. CJ";, & C\%ﬁot fiir alle n > 1.

Beweis. [ € C@f}iiv & f <o limy, und lim,, <g lim,,.

Also folgt wegen der Transitivitit von <o, dass f <o lim,, und damit f € C\gﬁot.
lim,, € C’@:‘fot. Falls lim,, € C’gﬁm, dann lim,, <g lim,,. Aber das wiirde lim,, <
lim,, implizieren. Das ist aber nach Satz 90 nicht moglich. O

Vasco Brattka hat eine dhnliche Hierarchie beschrieben, die mit unserer nicht
ibereinstimmt. In [Bra03] definiert er die folgenden Funktionen:

Definition 88. Definiere Cy, : B — B durch

0 falls 3ng)(Yng—1)...p(n,n1,...,nE) #0
1 sonst

Ci(p)(n) := {

In dieser Definition ist der erste Quantor (In) und der letzte Quantor ist (Vny),
falls k gerade ist, und (3nq), falls k ungerade ist.

Die Funktionen C} diirfen nicht mit den Funktionen verwechselt werden,
die wir in Definition 15 beschrieben haben. Allem Anschein nach sind diese
Funktionen nicht vollstindig fiir die Klassen der C-Hierarchie.?®

Somit unterscheidet sich die Hierarchie der Funktionen C} von der Hierarchie
der C*-vollstindigen Funktionen. Aber sie konnen in der letzteren Hierarchie
eingeordnet werden:

Lemma 32.
Definiere NEG' : B — B durch

0 falls p(n) >0
1 sonst

NEG (p)(n) = {

Dann gilt

Cny1(p)(k) =

1 sonst

{o falls (31)Cy, o NEG! (p){k,1) = 1

fiir alle n > 1.

25Es ist leicht zu beweisen, dass Cy 2-vollstindig fiir die Klasse der stetigen Funktionen und
C; 2-vollstandig fiir die Klasse der C-stetigen Funktionen ist. Ferner ist Cy, nicht C?-stetig fiir
alle k > 3. O3 ist wohl nicht vollstindig fiir die Klasse der C?-stetigen Funktionen. Dann gibt
es kein k mit der Eigenschaft, dass C}, 2-vollstindig fiir die Klasse der C2-stetigen Funktionen
ist, aber das haben wir bisher noch nicht endgiiltig bewiesen.
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Beweis. Fiir n > 1 gilt

Cni1(p)(k) =0

< 3ED)VL) ..ok, Ly, 1,y #0

< (A)(VL) ... NEG (p){k,l,11,...,1n) =0

< (A)C,, o NEG (p)(k,1) = 1. O

Satz 100. C,, ist C™-stetig fir alle n > 0.

Beweis. Beweis durch Induktion:
n=1:
Definiere f durch

k+1 falls p(k,l) #0
0 sonst,

f(p)(k,l> = {
Dann gilt C1y = C o f.
Beweis: C1(p)(k) =0
& (Apik, 1) £ 0
& @A) (k1) = k+1
< Co f(p)(k) =0 und
Ci(p)(k) =1
& (VDp(k, 1) =
& (W) f(p) (k1) =
& Co f(p)(k) =1.
Somit ist C; C-stetig.
n—n+1:
Nach Lemma 32 gilt Cy,11(p)(k) =0 < (3)C,, 0o NEG'(p)(k,1) = 1.
Nach Induktionsannahme ist C,, eine C"-stetige Funktion.
Definiere g durch

o) k1) = {k+1 falls p(k, 1) = 1

0 sonst

Dann gilt C,,.1 = Cogo(C, o NEG'. Beweis:
Cni1(p)(k) =0

& (ANC, o NEG (p)(k, 1) =
< (A)go C,, 0o NEG (p){k,
& CogoC,oNEG (p)(k)
Coa(p)(F) = 1

= (V)G 0 NEG (p)(k, 1) = 0
< (Vl)go C,, 0o NEG' (p)(k,1)
< CogoC,oNEG (p)(k) =
Somit ist C,, 1 C™*l-stetig.

>_k+1
=0 und

1

Dieser Beweis zeigt, dass wir C,, in der folgenden Form schreiben kénnen:

CVl =Co f7

Co=CogoCofoNEG,

C3=CogoCogoCofoNEG o NEG,
Cy=CogoCogoCogoCofoNEG o NEG o NEG,

Im allgemeinen gilt:

Crny1=(Cog)"oCo fo(NEG")™ fiir alle n € N, O
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4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Es ist mdglich, die Beziehung zwischen der C"*-Hierarchie und der C,,-Hierarchie
genauer zu beschreiben.

Definition 89. Definiere C), :C B — N durch

! (p) = {0 falls (3kn) ... (Wk1)plker, . k) # 0

1 sonst

fiir gerades n € N und

! (p) == {0 falls (3ky) ... k1)l ... kn) # 0

1 sonst
fiir ungerades n € N.
Definition 90. Definiere Hy . : B — B durch

0 falls xp,(q) existiert
1 sonst

HY o(pr@)(0) = {
und K . : B — B durch

n _ 0 falls X7 (p) existiert
K7 e p)(9) 1= {1
sonst

Lemma 33. K>J< <5 C’éj fiir alle j € N.

Beweis. Definiere f durch

0  falls Ui(p,p) existiert
1v  sonst

Da U){ CJ-stetig ist, gibt es eine stetige und totale Funktion A mit

f(p) _ {2 falls (Hkl)(Vll > ]{,‘1) A (Hk])(VlJ > kJ)A(p)<ll, e ,lj> =0
1w sonst

Definiere B durch
B(p)<k17 lla ceey kjvlj> = p<llv sy l])
Definiere B’ durch

1 falls {y < ki oder ... oder [; <k;
B'(p){k1,l1,...,kj,l;) = oder A(p)(ly,...,1;) =0
0 sonst

Dann gilt K7/ (p) = Cy; o B o B(p).
Beweis:

K (p) =0

= Uj(p,p) existiert
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4.2 Vollstandige Funktionen

= f(p) =0

= (Fk1) (VI > k1) ... (3k;)(Vl; > kj)A(p) (L, ..., 0;) =0

= (Hkl)(Vh) (3 ])(V 7) /OB(p)<k'1,l1,. . .,kj,lj> =1
= (Fk1) (V1) ... (3k;)(V1;)B o B(p){k1,l,. .., kj,1;) #0

éCzjoB’oB(p): und

Ki(p) =

= Ui (p, p) existiert nicht

= f(p) = div

= ﬁ(akl)(VZl > kl) .. ( )(Vl > kJ)A( )<ll, . ,lj> =0

= ﬁ(akl)(VZl) . (E'k])(Vl )B/ OB(p)<k17l1, .. .,kj,lj> =1

= ﬁ(ﬂkl)(Vll) . (ij)(VZJ)BI ) B(p)<k‘17l17 .. .,k‘j,l]‘> 7& 0

:>C§joB’oB(p)=1. O

Lemma 34. Cy; <, HJ fiir alle j € N.
Beweis. Definiere f durch

f(p) = {0 falls (k1) (V1) . .. (T (L )p (ks gy 1y) # 0

div sonst

[ ist CI-stetig. Also gibt es ein ¢ € B mit f(p) = Ul(q,p).
Definiere B durch B(p) := (g, p).
Dann gilt Cy;(p) = H] o B(p) = Hi o (g, p). O

Satz 101. Cj; =2 H] =, K.

Beweis. Das folgt aus den beiden letzten Lemmas und der Tatsache, dass ch =,
KJ. O
Lemma 35. Seien f:CB — N und g :C B — N Funktionen mit f <5 g.
Seien f':CB — B und ¢’ :C B — B definiert durch f'(p)(k) := f(px) und
9'(p)(k) := g(p).
Dann gilt f' <5 ¢g'.
Beweis. Annahme: f(p) = A(p, g o B(p)) mit stetigen Funktionen A und B.
Definiere B’ durch
B'(p)(k, i) := B(px)(i)

und A" durch

A'(p, q)(k) := Alpr. q(k))
Dann gilt f'(p) = A'(p, ¢’ o B'(p)) fiir alle p € B.
Beweis:
A'(p,g' o B'(p))(k)
= A(pr, g' o B'(p)(k))
= A(pk, g ° B(px))
= f'(px)-
Also gilt /' <5 ¢'. O
Satz 102. Co; =, HI =, K]

Beweis. Céj <5 Hi nach Lemma 34. Dann gilt Cs; <o Hi,oo nach Lemma 35.
Ki <5 Céj nach Lemma 33. Dann gilt Ki,oo <y Cy; nach Lemma 35.
Ferner ist es einfach zu zeigen, dass Ki’oo =, Hf(oo O
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4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Satz 103. Sei f :C B — N eine C"-stetige Funktion.
Definiere f' :CB — B durch f'(p)(k) := f(pk)-
Dann ist f' ebenfalls C™-stetig.

Beweis. Sei f C™-stetig. Dann gibt es stetige Funktionen Ao, ..., A, mit f(p) =
An,o0Co...0C o Ag(p) fiir alle p € B.
Definiere A}, durch

Ap(p)(k, i) == (k, Ao(pk)(i)) + 1
Definiere A/, durch

AL (@) (ki) = (b, Am(qr)) + 1
firl<m<n-1.
Definiere A/, durch

AL (q) (k) »= An(qx)

Dann gilt f/(p) = Al,0Co...0CoA{(p) fiir alle p € B. Alsoist f' C"-stetig. [

Satz 104. Cs; und Ca;_q sind CIH1-stetig.

Beweis. H ist C7*!-stetig. Nach Lemma 103 ist HJ . ebenfalls C7*!-stetig.
H] ., =2 Cy; impliziert dann, dass Cy; ebenfalls C7*!-stetig ist. O
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4.2.10 Grenzwertberechnung fiir Folgen reeller Zahlen

Definition 91 (Grenzwert von Folgen reeller Zahlen). Sei RKONV DIV die
Menge der Funktionen f:C B — B mit

p(f(p)) = lim p(py)
n—o0
Die Funktionen in RKONV DIV berechnen den Grenzwert von Folgen von
Darstellungen reeller Zahlen.

Satz 105 (Vollstindigkeit von RKONV DIV). Es gibt eine C-vollstindige
Funktion f :CB — B mit f €« RKONVDIV.

Beweis. Es gibt eine C'—vollstandige Funktion h € F', wobei F' die Menge aller
Funktionen ist, die p,-Darstellungen in p-Darstellungen iibersetzen (schnell-
konvergierende Repriisentationen von reellen Zahlen)?S.

Definiere B durch B(p)(n) := (p)n(n) = p(n,n).

Definiere f durch f:= ho B.

Dann ist f C-stetig und f € RKONVDIV.

Beweis:

f ist C-stetig, weil h C-stetig und B stetig ist.

Wenn lim,, ., p(prn) = « € R existiert, dann gilt

lim,, o0 pr(B(p)) = lim,— o0 prn(p(n,n)) = x. Dann gilt p(h o B(p)) = =.

f ist auch C-vollstindig.

Beweis:

Sei h € F wieder eine C'—vollstandige Funktion. Definiere B’ durch B’(p)(i, j) :=
p(j) fiir alle 4, j € N. Dann gilt h(p) = hoBoB’(p) = foB’'(p) fur alle p € B. Al-
so ist eine C-vollsténdige Funktion 2-reduzierbar auf f, somit ist f 2-vollsténdig
fiir [B — B]L. O

Die Definition von RKONV DIV kann verallgemeinert werden.

Definition 92 (Grenzwert von iterierten Folgen von reellen Zahlen).
Sei lim% :C B — R rekursiv definiert durch

lim (p) := 0,

limR(p) := lim; o p(p;) und

lim% ., 1 (p) = limy o0 (limf (p;)).

Definiere RKONV DIV™ durch

RKONV DIV ist die Menge {f} mit f(p) := p,

RKONVDIV' := RKONV DIV und

RKONVDIV™ ist die Menge der Funktionen f :C B — B mit

p(f(p)) = limy; (p)
fiir alle n > 1.
Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung des vorigen Satzes.

Satz 106 (Vollstandigkeit von RKONV DIV™). Fir alle n € N gibt es eine
Funktion f € RKONV DIV", die 2-vollstandig fir [B — B|™ ist.

26giche Definition 54 und [St89] Seite 35
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4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Beuweis.

n=0: RKONVDIV® = {f} mit f(p) := p. f ist C%-stetig und 2-hart fiir
B — BJ°.

Wie in dem Beweis zuvor gibt es eine C'—vollstdndige Funktion h € F', wobei F'
die Menge der Funktionen ist, die p,-Reprédsentationen in p-Reprisentationen
iibersetzen.

n > 0: Definiere B durch

B(p)<11, . .,in+1> = p<Z‘17 e ,2n>

B ist stetig.
Definiere B’ durch B'(p) (%) := p(i, ).
Definiere weiter h,, rekursiv durch hq(p) := h o B’(p) und

hny1(p) := h o B'(hn(po), hn(p1), - - -)

Es ist leicht zu zeigen, dass h,, C™-stetig ist.
Dann gilt
limn (p) = hn o B(p)

fiir alle p € B und h,, € RKONVDIV™,
Somit gibt es eine C"-stetige Funktion h, € RKONVDIV™, die 2-hart fiir
[B — B]™ ist. O

Also kénnen wir die Berechnung der Grenzwerte von Folgen reeller Zahlen als
Beispiele fiir C"-vollstdndige Funktionen von B nach B ansehen. In dem obigen
Beweis konnen wir fiir f die einfachste Funktion in RKONV DIV™ benutzen.

Somit kann der obige Satz in der folgenden Weise formuliert werden:

Satz 107 (Vollstindigkeit von RKONV DIV™). Fiir alle n € N gibt es eine
C™-vollstindige Funktion f € RKONVDIV™.
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4.2.11 Integration iiber unendlichen Intervallen

Wie Klaus Weihrauch gezeigt hat, ist die Integration von berechenbaren reellen
Funktionen iiber endlichen Intervallen berechenbar. Auf der anderen Seite ist
die Differentiation von berechenbaren reellen Funktionen im allgemeinen nicht
berechenbar. In knappen Worten: Integration ist numerisch einfach und sym-
bolisch schwierig, und Differentiation ist numerisch schwierig und symbolisch
einfach.

Aber die numerische Berechnung der Integration kann ebenfalls schwierig
sein, wenn das Intervall unendlich ist.

Definition 93. Sei Int die Menge der Funktionen f :C B? — B mit

p(b)

p(F(p.asb)) = / b,(x)d(z)

p(a)
Satz 108. Es gibt stetige Funktionen f € Int.
Beweis. Der Beweis ist in [Wei00] Seite 182 zu finden. O

Definition 94. Sei 3 eine effektive Reprdasentation von stetigen Funktionen auf
R, die durch Polygone auf den Intervallen [—a, a] mit a € Z approzimiert werden
kénnen: fir alle i gibt es eine Zahl a € Z mit $(p(i)) ist ein Polygon auf dem
Intervall [—a, a] und B(p(?))(z) = 0 fiir alle x < —a und z > a.
Dann gilt B(p) = lim; o B(p(i))-
Definiere eine Reprdsentation 6o, von stetigen Funktionen R — R durch
f falls B(p)(n) konvergiert und

()5 > m)|B(p(m)) ~ B(p(n)| < 27"

und (Vi)B(p(3)) ist ein Polygon auf [—i, 1]
div  sonst

600(17) =

Definition 95. Sei Inty ~ die Menge der Funktionen f :C B — B mit

i) = [ " b (0)(2)d(2)

Satz 109. In Inty~(p) gibt es C-vollstindige Funktionen f fir [B — B.
Beweis. Fir a < b, a,b € Q, und g € Q definiere P(a,b, q) : R — R durch

0 falls x < a oder x > b

P(a,b,q)(z) := 2¢7=2 fallsa <2< b%‘

2qb:—z falls HT“ <z <b

Definiere die Funktion f,, durch

£ = P(0,1,2-p(0)) falls n = 0
T Payn 11,2 (p(n) — p(n — 1)) falls n >0

Definiere g,, durch

n
gn = Z fz
=0
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und
g := lim g;
71— 00
Es ist leicht, eine stetige Funktion B zu definieren mit 8(B(p)) = g.
Dann gilt nach Definition von g

Inty oo (g) = lim p(i)

11— 00

Somit gilt limq (p) = Into,. o B(p), also limy <5 Intg cc-

Auf der anderen Seite gilt
o 1+1
Intooo(p) = | doo(p) = lim doo(p) = lim Int(0,i+1)(p)

0 1—00 0 11— 00

Weil Int eine berechenbare und damit eine stetige Funktion ist, gibt es eine
stetige Funktion B mit B(p)(i) = Int(0,7 + 1,p) Also gilt

Into,oe(p) = lim B(p)(i)

1—00

Daraus folgt Inty.oc = lim1 o B, und das bedeutet Inty o <2 lim;. O
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4.3 Beispiele fiir unvollstindige Funktionen

Viele frither definierte Funktionen stellen sich als unvollstindig heraus. Hier
sollen einige Beispiele behandelt werden.

4.3.1 MAX?2 ist nicht vollstindig fiir [B — N]?

Satz 110. MAX2 ist micht 1-vollstindig fiir [B — N]2.

Beweis. Wir zeigen: KDIV}' €1 MAX?2.
Annahme: KDIV}' <; MAX2. Dann gibt es stetige Funktionen A und B mit
KDIV}(p) = Ao MAX?2 o B(p) fiir alle p € B.

Es gibt hochstens eine Zahl n mit KDIV}'(p) = n und MAX20 B(p) =0
fiir ein p € B.
Wenn es zwei Zahlen n; und ny gibt, dann folgt KDIV}'(p;) = n; = Ao
MAX2o0B(p1) = A(0) = Ao MAX2o0 B(py) = KDIV) (ps) = no.

Sei N definiert durch

die eindeutige Zahl n falls (Ip) K DIV} (p) =n
N = und MAX20B(p) =0
0 sonst

Definiere py durch po (i, j) := N + 1 fiir alle i und j. Dann gilt KDIV;'(po) =
N+1=AoMAX2o0 B(pg). Es gibt ein maximales ko in B(pp) und ein Prifix
der Linge ly von po mit kg < maz([[po]];,r) fir alle r € B.

Definiere p; durch

N+1 fallsi<lyund j <l
p1{i,5) =10 falls i <lp und j > I
N +2 sonst

Dann gilt KDIV(py) = N +2 = Ao MAX2o B(p;). Es gibt ein maximales
k1 > ko in B(p1) und ein Préifix der Lange I3 von p; mit k; < maz([[p1]];,r) fiir
alle r € B.

Definiere rekursiv p,, durch

Pnlt, J) falls ¢ < 1,1

N+n falls I,,_1 <i <l, und j <1,
0 falls I,_1 <i<l,und j > 1,
N +n-+1 sonst

Pry1(i, J) ==

und k&, als das Maximum in B(p,) und l,, als die Linge des kiirzesten Préfixes
von p, mit k, < max([[pn]];,r) fir alle r € B.

Definiere p durch p := lim,,_, o0 (py ). Dann gilt K DIV (p) = 0 = AcM AX 20
B(p) = A(0).

151
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Definiere qo durch (i, j) := N + 1 fiir alle 4 und j. Dann gilt KDIV}'(q) =
N+1=A0MAX20 B(q)- Es gibt ein maximales kq in B(go) und ein Préfix
der Linge Iy von go mit ko < mazx([[go]]i,r) fiir alle r € B.

Definiere ¢; durch

N+1 fallsi <lpund j <l
@1{i,7) =41 falls i < lp und 5 > [
N +2 sonst

Dann gilt KDIV;(q1) = N +2= Ao MAX2o B(q;). Es gibt ein maximales
k1 > ko in B(q1) und ein Prifix der Lange I; von ¢; mit k1 < max([[q1]];,r) fiir
alle r € B.

Definiere rekursiv ¢,, durch

qn{i,J) falls 1 < 1,,_1

N+n falls I,,_1 <i<l,und j <1,
1 falls l,,—1 < ¢ <l, und j > I,
N +n+1 sonst

Gni1(i,7) ==

und k, als das Maximum in B(g,) und [, als die Lange des kiirzesten Préfixes
von ¢, mit k, < maz([[gn]]s,r) fir alle r € B.

Definiere q durch q := lim,, s+ (gn)- Dann gilt KDIV}(q) = 1 = AoM AX?20
B(p) = A(0).

Das impliziert KDIV3(p) = 0 = A(0) = KDIVJ¥(q) = 1. Das ist ein Wi-
derspruch und somit gilt K DIV} £, MAX2. O

Mit diesem Beweis ist nur gezeigt worden, dass M AX2 nicht 1-vollstidndig
fiir [B — NJ? ist.

Die Idee des Beweises wird in der néchsten Abbildung illustriert. Die Teil-
folgen von p und ¢ sind dabei waagerecht eingetragen.

Der folgende Satz sagt, dass M AX2 ebenfalls nicht 2-vollstindig fiir [B —
NJ? ist.
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N+1 0

lo
lp+1

N+2 0
h
lh+1

N+3 0

la+1

Abbildung 13: Illustration von p

N+1 1

lo
lo+1

N+4-2 1

A
1 +1

N-+3 1
l2
lo+1

Abbildung 14: Tllustration von ¢
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Satz 111. M AX?2 ist nicht 2-vollstindig fiir [B — NJ2.

Beweis. Wir zeigen: KDIV}' #£5 MAX?2.
Annahme: KDIV,' <o M AX?2. Dann gibt es stetige Funktionen A und B mit
KDIV(p) = A(p, MAX?2 o B(p)) fiir alle p € B.

Weil A stetig ist, gibt es fiir alle p € B und ¢ € N mit A(p, i) # div eine Zahl
k(p,i) mit A([[pllkp,ir i) = A(p, ) fiir alle 7 € B.

Definiere gy durch ¢y := 0%.
Dann gilt KDIV3Y(qo) = 0 = A(qo, MAX2 0 B(qp)).

Falls MAX2 o B(qo) > 0, dann gibt es eine Zahl sy mit
MAX?20B(q0) < maz(B([[q0]]s,)) und A([[qo]]s,™, M AX20B(q0)) = A(qo, MAX 20
B(qp)) fur alle r € B.

Falls MAX2 o B(qp) =0, dann gibt es eine Zahl so mit
A([[90]]s07,0) = A(qo,0) fiir alle r € B.

Und es gibt eine Zahl Iy mit Iy = maz(B([[qo]]s,))-
Definiere g; durch

qo(i,j) falls i < spund j < s9
q1{(i,7) =40 falls i < sg und 7 > sq
1 sonst,

Dann gilt KDIV}(q1) =1 = A(q1, MAX2 0 B(q1)).

Falls MAX2o B(q1l> 0, dann gibt es eine Zahl s; > s¢ mit
MAX20B(q1) < maz(B([[q1]]s,)) und A([[¢1]]s,7, MAX20B(q1)) = A(q1, MAX 20
B(q1)) fur alle r € B.

Dann sei I; := maz(B([[q1]]s,))-

Falls MAX2 o B(q1) =0, dann gibt es eine Zahl s; mit

A([[q1]]s,7,0) = A(q1,0) fiir alle r € B und Iy := maz(B([[¢1]]s,)) > lo-
Dann gilt 11 > [p.
Definiere rekursiv ¢, durch

qn (i, j) falls i< s,

n falls s,,_1 <i<s, und j <s,
0 falls s,,_1 <i < s, und j > s,
n+1 sonst,

dn+1 <Za .]> =
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und [, und s, in der gleichen Weise.

Definiere g durch q := lim,, o0 (q, ). Dann gilt KDIV3'(q) = 0 = A(q, MAX 20
B(g)) = Alg,0).

Da A stetig ist, gibt es eine Zahl x mit A([[¢q]],7,0) = A(g,0) = 0 fiir alle

r e B.

Sei pg definiert durch

o q(i,j) fallsi<zund j <z
p0<2,]> =
0 sonst

Dann gilt K DIV} (pg) = 0= A(pg, MAX2 0 B(pyg))-

Falls MAX2 o B(pg) > 0, dann gibt es eine Zahl ro mit
MAX20B(py) < max(B([[po]]r,)) und A([[po]]r,r, M AX20B(py)) = A(pg, M AX 20
B(po)) fir alle r € B.

Fall MAX2 o B(py) = 0, dann gibt es eine Zahl ro mit
A([[po]lry 7, 0) = A(po, 0) fiir alle r € B.

Und es gibt eine Zahl ko mit kg = max(B([[po]]r,))-
Definiere p; durch

po(i,j) falls i <rpund j <rg
p1{i,j) =141 falls i < rg und j > rg
1 sonst,

Dann gilt KDIVy'(p1) =1 = A(pr, MAX2 0 B(p1)).

Falls MAX2o B(p1) > 0, dann gibt es eine Zahl ry > ro mit
MAX20B(p1) < max(B([[p1]]r,)) und A([[p1]r, 7, MAX20B(p1)) = A(p1, MAX20
B(py)) fiir alle r € B.
Dann sei ki := maz(B([[p1]]:,))-

Falls MAX?2 o B(p1) =0, dann gibt es eine Zahl 1 mit

A([[p1]]r,7,0) = A(p1,0) fiir alle r € B und &y := maz(B([[p1]]-)) > ko-
Dann gilt k1 > ko.
Definiere py durch

p1(i,j) fallsi<ryund j<mr
pa(i,j) =<1 falls i <7y und j > r
2 sonst
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Definiere rekursiv p,, durch

pnli,j) fallsi <r,und j <r,
Pnr1(i, ) =<1 falls i <r, und j > r,
n+1 sonst,

und k,, und r,, in derselben Weise.

Definiere p durch p := lim,, 0 (py ). Dann gilt KDIV3'(p) = 1 = A(p, M AX 20
B(p)) = A, 0).

Das impliziert K DIV}(q) = 0 = A(q,0) = A(p,0) = 1. Das ist ein Wider-
spruch und somit folgt KDIVy' £5 MAX2. O
4.3.2 KON2 und KB sind nicht vollstéindig fiir [B — NJ?

Es gibt weitere C2-stetige Funktionen, die nicht vollstéindig fiir [B — NJ]? sind.
Definition 96. Definiere KON2 durch

KON2(p) := {m + 1 falls p gegen m konvergiert

0 sonst

Definition 97. Definiere KB durch

KB(p) = min{k|(Vn > k)p(n) =p(k)} +1 falls p konvergiert
P 0 sonst

Satz 112. MAX2 =5 KON2=, KB.

Beweis. MAX2 =5 KON2?" und KB <, MAX?2 2% Der Beweis von MAX?2 <,
K B ist einfach und wird deshalb ausgelassen. O

Satz 113. KON2 und KB sind nicht vollstindig fiir [B — N]2.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma gilt KON2 =5 KB =9 M AX2. Falls KON2
oder K B 2-vollstéindig fiir [B — N]? wiren, wiirde dies auch fiir M AX2 gelten.
O

4.3.3 KON ist nicht vollstéindig fiir [B — {0, 1}]?

Weiter oben wurde schon die Funktion KON : B — N definiert durch

0 falls lim, o p(n) existiert

KON(p) := {

1 sonst

KON ist O2%-stetig, aber nicht C-stetig. Es soll nun gezeigt werden, dass KON
nicht vollstindig fiir [B — {0, 1}]? ist.

27|Myl192] Seite 56
28| Myl92] Seite 57
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Lemma 36. Sei KDIV2{O’1}(p) = A(p, KON o B(p)) fiir alle p € B mit stetigen
Funktionen A und B. Seien P € B und k € N.
Dann gibt es eine Folge ¢ € B mit den folgenden FEigenschaften:

1. KONoB(q) =1
2. KDIV"Y (g) =0
3. q; =P firalle 0 <i <k

Beweis. Sei KDH/'Q{O’l}(p) = A(p, KON o B(p)) fiir alle p € B und P € B und
ke N.

Definiere py durch
Pi(n) fallsm <k
0 sonst

po(m,n) := {

Dann gilt
KDIVLY (po) = 0 = A(po, KON o B(py))

Dann folgt KON o B(pg) =0 oder KON o B(pg) = 1.
Definiere ag := KON o B(py).
Da A stetig ist, gibt es eine Zahl ry > k mit

A([lpollreq, a0) =0

fiir alle ¢ € B.

Definiere gy durch

P{m,n) fallsm <k

po(m,n) falls k <m <rgundn <rg
0 falls k <m <rgund n > rg
1 sonst

qo{m,n) :=

Wegen [[po]], = [[q0]]r, folgt, dass by := KON o B(qo) # KON o B(po).
Da A stetig ist, gibt es eine Zahl sg mit

A([lgo]lsoq, Do) = 1

fiir alle ¢ € B.
Da ag # bo, gibt es einen Wechsel in der Folge B(pg) oder B(qp). Die Zahlen
ro und so konnen grok genug gewéhlt werden, so dass es es einen Wechsel in

B([lqo]]s,) gibt.

Seien die Folgen p; und ¢; und die Zahlen r; und s; definiert. Definiere p; 1
durch
P(m,n)y fallsm <k

Piv1(m,n) =< g;{m,n) fallsk <m <s; und n <s;

0 sonst

Dann gilt
EDIV;"" (pis1) = 0 = A(piy1, KON 0 B(pi11))
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Dann gilt KON o B(p;+1) = 0 oder KON o B(p;11) = 1.
Definiere a;41 := KON o B(p;+1).
Da A stetig ist, gibt es eine Zahl r;;1 mit

A([[pi+1}]ri+1Qa ai+1) =0

fir alle ¢ € B.
Definiere g; 1 durch

P{m,n) falls m < k

o(mon) falls k< m < rieq und n < 7y

Giv1 () = pir1{m,ny falls k <m <r;1; und n < riq
0 falls k <m < r;p1 und n > 141

1 sonst

Wegen HpiJrl]]Ti-H = [[qi+1]]ri+l fOlgt: dass bi+1 := KON o B(QiJrl) 7é KON o

B(pit1)-
Da A stetig ist, gibt es eine Zahl s;;1 mit

A([[qi+l]]sq‘,+1% bi+1) =1

fir alle ¢ € B.

Wegen a;1 # biy1 gibt es einen (i 4+ 1)-ten Wechsel in der Folge B(p;+1) oder
B(g;+1). Die Zahlen r;11 und s;41 konnen so grofs gewidhlt werden, dass es i+ 1
Wechsel in B([[gi+1]]s,,,) gibt.

Definiere ¢ € B durch
g := lim p;
71— 00

Nach Konstruktion hat ¢ die Eigenschaften
1. KONoB(q)=1

2. KDIV Y () =0
3. ;=P firalle0<i<k

Satz 114. KDIV,"" <, KON.

Beweis. Nehme an, dass KDIVz{O’l} <9 KON.
Dann gibt es stetige Funktionen A und B mit

KDIVS"M (p) = A(p, KON o B(p))

fir alle p € B.
Nach Lemma 36 gibt es eine Folge py mit den Eigenschaften

1. KON o B(py) =1
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2. KDIV," (py) =0
Da A stetig ist, gibt es ein 79 € N mit
A([lpollroq;1) = 0

fiir alle ¢ € B.
Definiere gy durch

po{m,n)y falls m < rgund n <rg
qo{m,n) :=
1 sonst

Dann gilt KON o B(gy) = 0 und
KDIVL"" (go) =1 = A(go, KON o B(go)) = A(qo,0)
Da A stetig ist, gibt es eine Zahl sg € N mit

A(lla0]ls04,0) = 1

fiir alle ¢ € B. -
Wiéhle sg > 1 so groft, dass es einen Wechsel in B([[qo]]s,) gibt.

Seien die Folgen p; und ¢; und die Zahlen r; und s; definiert.
Es gebe nach Induktionsannahme i Wechsel in B([[¢;]]s;)-

k3

Nach Lemma 36 gibt es eine Folge p; 11 mit den Eigenschaften
1. KON o B(pj+1) =1
2. KDIV{" (pi1) = 0
3. (piy1)j = (gi); firalle 0 < j <
Da A stetig ist, gibt es ein ;11 € N mit
A(l[pi+1]lriy20,1) =0

fiir alle ¢ € B.

Definiere ¢; 41 durch

piri(m,n) fallsm <r;pq und n < r;yq
Qi1 <m,n> = i+ < > i+ i+
1 sonst

Dann gilt KON o B(gj+1) =0 und
KDIV;"" (git1) = 1 = A(gis1, KON 0 B(gi+1)) = A(gi+1,0)
Da A stetig ist, gibt es eine Zahl s;1; € N mit

A(llgiv1]lsis10,0) =1

fiir alle ¢ € B.
Wihle 5,41 > 741 so grof, dass es mehr als ¢ Wechsel in B([[gi41]]s,,,) gibt.
Definiere g durch

q:= lim ¢;

1—00
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Nach Konstruktion hat ¢ die Eigenschaften
KON o B(q) = 1 und KDIV, " (q) =1
po hat die Eigenschaften
KON o B(po) = 1 und KDIV, " (py) =0

Aber
A([[pollred’s 1) = 0
fiir alle ¢ € B und
[[po]lr, E q
Das ist ein Widerspruch. O

Satz 115. KON ist nicht 2-vollstindig fiir [B —s {0, 1}]2.

Beweis. Wenn KON 2-vollstéindig fiir [B — {0, 1}]? wiire,
dann miisste KDIV,\"" <, KON gelten, da KDIV,"" € [B — {0,1}]2. O

Viele weitere Funktionen sind ebenfalls nicht vollsténdig. Das kann durch
Aquivalenz mit KON bewiesen werden.

Definition 98. Definiere M AX durch

' Mawi
MAX (p) = {0 falls p ein Maximum hat

1 sonst

Satz 116. KDIV, " ¢, MAX.

Beweis. Der Satz wird bewiesen durch den Nachweis von KON =3 MAX.
MAX <, KON:

Definiere B durch B(p)(0) := p(0) und B(p)(i + 1) := max{B(p)(i),p(i + 1)}.
Dann gilt MAX(p) =0<«<= KON o B(p) =0 und

MAX(p)=1<= KON o B(p) =1.

KON <, MAX:

Definiere B durch B(p)(0) := p(0) und

B(p)(4) falls p(i) = p(i + 1)

Blp)(i+1):= {B(p)(z) +1 sonst

Dann gilt KON(p) =0 <= MAX o B(p) =0 und
KON((p)=1<= MAXoB(p) =1. O

Es gibt viele weitere C2-stetige Funktionen, die fiquivalent zu KON sind.
Die Beweise werden ausgelassen.

Definition 99. Definiere N durch

0 falls M, =N
N(p) = { fatls Ay
1 sonst
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Definition 100. Definiere U durch

0 falls M, unendlich ist
UG) = { fulls Ay
1 sonst

Definition 101. Definiere das Halteproblem K durch

0 falls ¢¥p(q) ewistiert
K =
(p.q) {1 sonst

Definition 102. Definiere H durch

H(p) = 0 falls 0 Haufungspunkt ist von (vg(p(n)))nen
pr= 1 sonst

H berechnet, ob 0 Haufungspunkt einer Folge rationaler Zahlen ist.
Definition 103. Definiere H' durch

H'(p,q) = 0 falls p(q) ist Haufungspunkt von (vo(p(n)))nen
’ 1 sonst

H berechnet, ob p(q) Hdiufungspunkt einer Folge rationaler Zahlen ist.
Definition 104. Definiere RAT durch

0 falls p(p) € Q
1 sonst

RAT(p) == {

RAT berechnet, ob p(p) eine rationale Zahl ist.
Definition 105. Definiere DENSE durch

0 falls {vg(p(n))|n € N} dicht in R ist

DENSE(p) := {1 sonst

Satz 117. N, U, K, H, H', RAT und DENSE sind nicht vollstindig fiir
{0,1}
KDIV, .

Beweis. KON =9 N =4 U = K =y H =y H =y RAT =9 DENSE nach
[St89] und [Myl92]. O

161



4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

4.3.4 T ist nicht vollstiindig fiir [B — {0,1}]
Definition 106. Definiere T : B — {0,1} durch

0 falls p hat eine konstante Teilfolge
T(p) :=
1 sonst

_ {0 falls (3n)(Vk)(3L > k)p(l) = n
1 sonst

KDIV3{O’1} :C B — {0, 1} wurde schon definiert. Es gilt
kDI (p)

0 falls limy,, 00 liMym, 00 liMypys 00 (P) (M1, M2, m3) = 0
=<1 falls limyy,, o0 liMym, o0 iy, oo (p) (M1, M2, m3) =1
div sonst

Satz 118. KDIV{"" «, T.

Beweis. Der Beweis verlduft in folgenden Schritten:

1. T <, Tim M

2. 1im{®Y £, Timi Y
3. 1im{™Y <5 1imd®Y

4. Zim:{))o’l} %o Limio’l} (folgt aus 2 und 3)
5. liméo’l} £o T (aus limgo’l} <5 T wiirde limgo’l} <5 Limio’l} folgen, was
zu einem Widerspruch fiihrt.)

6. limi®™" =, KDV
7. KDIV3{0’1} Zo T (folgt aus 5 und 6)

Die fehlenden Behauptungen werden in den folgenden Lemmas bewiesen. O

Lemma 37. T <, Limio’l}.

Beweis.
T(p) = 0 falls (3k) (Vi) (35 > i)p(j) = k
1 falls (VE)(3)(V > i)p(j) £ k
und
1 falls (Vk)(3i)(Vj > i)plk,j) =
Zim "V (p) =2 falls (Vk)(30)(Vj > )plk, j) = 1

0 sonst
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4.3 Beispiele fiir unvollstindige Funktionen

Definiere B durch

Bo) k. j) = {1 falls p(j) = k

0 sonst
und A durch
1 fallsz=1
Ale) = {0 sonst

Dann gilt T(p) = Ao Lim' " o B(p) fiir alle p € B.
Beweis:
T(p)=1

= (VK)(30)(Vj > 0)p(j) # k

= (Vk)(30)(Vj > i) B(p)(k,j) =
:>Lzm£ ' }oB( y=1
:>AOLzm{ o B(p) =1 und
T(p)=0
= (3k)(Vi) (35 > i)p(j) =k
= (Jk)(Vi)(3j > i) B(p)(k, j) =1
= ~(Vk)(3i)(Vj > 1) B(p)(k,j) # 1
= ~(Vk)(3i)(Vj > i) B(p)(k,j) = 0
:Wio’l} o B(p) € {0,2}
— AoLim " o B(p) = 0.
Also folgt T <o Lim' " O

Tim (oD

Lemma 38. lzm{0 }ﬁ Lim

Beweis. Der Beweis iihon{elt dem Beweis von Satz 94.
Falls liméo’l} <9 Limy ", dann gibt es stetige Funktionen A und B mit

lim™ (p) = A(p, Zim} ™" o B(p))

Aus limgo’l}(p) # div folgt Limio’l} o B(p) # 0 (das Argument ist dasselbe wie

in dem Beweis von Satz 91). Deshalb ist die vorige Aussage dquivalent zu
Lim™M (p) = A(p, Lim!*" o B(p))
Und wegen limio’l} =4 Limio’l} folgt daraus

Lim™M (p) = A(p, lim{"" o B(p))

und damit lim{o’l} <5 lim{o’l}

Das ist ein Widerspruch. Also gilt lzm20 1 Lo Lim {0 28 O
Lemma 39. liméo’l} <5 limgo’l}.

Beweis. Definiere B durch B(p) := (p,p,p,...).

Dann gilt limém}(p) = liméo’l} o B(p) fiir alle p € B. O

163



4 VOLLSTANDIGKEIT IN DER C-HIERARCHIE

Lemma 40. liméo’l} =, KDIV?){OJ},

Beweis. Die Behauptung ist wahr wegen liméo’l}(p) = INCo KDIV3{O’1}(p)
und KDIV,S"" (p) = DEC o lim{"" (p) fiir alle p € B. O
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5 Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde die Schwierigkeit von speziellen Funktionen
diskutiert, deren Funktionswerte nur davon abhingen, welche der Eingabefolgen
einen Wert ungleich 0 enthalten. Das Hauptergebnis war, dass die Reduzierbar-
keit solcher Funktionen durch Abbildungen zwischen den B&umen, die diese
Funktionen représentieren, berechnet werden kann.

So kann berechnet werden, und zwar im Sinne der Typ-I-Berechenbarkeits-
theorie, ob eine Funktion f dieses Typs reduzierbar auf eine andere Funktion
g ist. Es bleibt die Frage offen, wie schwierig diese Berechnung sein mag. Ich
glaube, dass diese Berechnung mindestens NP — hart ist, aber das wurde hier
nicht untersucht. Wenn dem so wére, gébe es keinen leichten Weg, die Funktio-
nen dieses Typs miteinander zu vergleichen.

Ferner wurden spezielle Probleme diskutiert. Zwei der wichtigsten Resultate:

e Es gibt Funktionenmengen und mehrwertige Funktionen, die noch einfa-
cher wie LLPO, sind, aber nicht stetig sind bzw. keine stetigen Funktio-
nen enthalten.

e Es koénnen Funktionenmengen LLPQO,, ,, als Verallgemeinerungen von
LLPO,, definiert werden, die miteinander verglichen werden kénnen. An-
dere Mengen wie LLPO,, oder M LPQO,, sind Spezialfille von ihnen.

Im zweiten Teil wurde diskutiert, welche Funktionen aus der C-Hierarchie
C"-vollstandig sind. Das war eine offene Frage in meiner Diplomarbeit. Hier
wurden iterierte Berechnungen des Grenzwertes von Folgen benutzt. Dieser An-
satz liefert auch eine Charakterisierung der Funktionen in der C-Hierarchie
durch pradikatenlogische Ausdriicke. Wir haben hauptsichlich Funktionen f :C
B — Noder f:C B — {0,1} behandelt. Analoge Resultate fiir Funktionen
f:C€ B — B wiren erstrebenswert, sind aber noch nicht bewiesen worden.

Somit stimmen die verschiedenen Stufen der C-Hierarchie und die Definition
von Funktionen durch iterierte Berechnung von Grenzwerten iiberein. Das ist
ein Zeichen, dass die Definition der Stufen der C-Hierarchie in gewissem Sin-
ne natiirlich ist und dass sie benutzt werden konnen, um unstetige Funktionen
miteinander zu vergleichen.

Da die Zeit nicht ausreichte, war ich nicht in der Lage, diese Begriffe mit
anderen Definitionen von Graden der Unstetigkeit zu vergleichen. So ist es eine
offene Frage, welche der anderen moglichen Definitionen von Stufen von Unste-
tigkeit ganz oder teilweise mit den Begriffen in dieser Arbeit zusammenfallen.
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