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1 Einfiihrung

In diesem Paper sollen einige multiplikative Funktionen aus der Zahlentheorie
verallgemeinert werden. Vor allem wird zur Summatorfunktion F fiir jedes n
die n-te Summatorfunktion F,, und zur Moebiusschen Funktion p fiir jedes n
die Funktion pu,, definiert.

Die Primzahlzerlegung von a sei gegeben durch a = pi™* - ... pi'r.
Sei N* := {n € Njn > 0}.

Im Kurs Elementare Zahlentheorie der Fernuniversitit Hagen' werden die fol-
genden Definitionen und Sitze zu zahlentheoretischen Funktionen gegeben:

Definition 1.

e f:N* — Q heifst zahlentheoretische Funktion.

o f heifit multiplikativ, gdw. f(a-b) = f(a)- f(b) fir alle a,b € N* mit
ggT(a,b) = 1.2

o 7:N* = Q, 7(a) := Anzahl der positiven Teiler von a.
e P:N* — Q, P(a) := Produkt der positiven Teiler von a.
e 0:N* > Q, o(a) := Summe der positiven Teiler von a.
e 0:N* = Q, o(1) :=1 und o(a) :=0 fira# 1.

e ¢:N* = Q, e(a) :=1 fir alle a € N*.

e i :N* = Q, i(a) :=a fir alle a € N*.

o iy : N* = Q, ix(a) := a* fiir alle a € N*.

e v :N* = Q, p(a) := Anzahl der Zahlen aus {1,2,...,a} ohne gemeinsame
Teiler mit a € N*. ¢ heifit Eulersche Funktion.

p:N* = Q, ula) :=0, gdw. d* | a, d > 1 exzistiert, u(a) := (—1)", gdw.
a=7py-... pr sonst. u heifst Mébiussche p-Funktion.

F heifst Summatorfunktion von f, gdw. F(a) = Zf(d).
dla

[Rem 81]
2g0T = grofter gemeinsamer Teiler



Beispiel 1.

o 7 ist multiplikativ. Es gilt z.B. 7(10) = |{1,2,5,10}| = 4 und 7(2) - 7(5) =

P ist nicht multiplikativ. Es gilt z.B. P(10) = 1-2-5-10 = 100, aber
P(2)-P5)=(1-2) (1-5) =10

o st multiplikativ. Z.B. gilt 0(10) =1+2+5+10 =18 und o(2) - o(5) =
(1+2)-(1+5)=3-6=18

o ist multiplikativ. Z.B. 0(10) =0 und o(2) - 0(5) =0-0=0

e ist trivialerweise multiplikativ. e(10) =1 und e¢(2) -e(5) =1-1=1
o i ist auch multiplikativ. So gilt i(10) = 10 und i(2) - i(5) =2-5 =10

iy, ist multiplikativ. So gilt i2(10) = 10? = 100 und i2(2)-i2(5) = 4-25 = 100

@ ist multiplikativ. Es gilt 2.B. ¢(10) = |{1,3,7,9} =4 und ¢(2) - p(5) =
{1} [{1,2,3,4}| =4

w ist multiplikativ. Es gilt 2.B. u(10) = (=1)% = 1 und u(2) - u(5) =
(=1)-(-1) =1. Oder pu(12) =0 und pu(4) - u(3) =0-(—-1) =0.

Theorem 1 (Remmert).

e FEine Funktion f ist multiplikativ, gdw. sie multiplikativ fiir Primzahlzer-
legungen ist.

o Wenn [ multiplikativ ist, dann ist auch die Summatorfunktiom F multi-
plikativ.

o Wenn F multiplikativ ist, dann ist f auch multiplikativ und fir a =
-

H(pzlp) > 1 gilt

p=1

o Funktionalgleichung von ¢: Z o(d) = a.
dla

e Die Summatorfunktion von o ist i.

e pa) = aH(l - 1) fir alle a > 1.

pla



w ist die Funktion, deren Summatorfunktion o ist.

Symmetriesatz: Z f(d)G(%):Z g(d)F(g).

dla dla

Mobiussche Umkehrformel: f(a)= Zu(d)F(%) = Zu(%)F(d)
d]

dla

Die Summatorfunktion von ¢ ist i, die von i ist o. Die Summatorfunktion
von u ist o, die von o ist e, die von e ist 7. Die Summatorfunktion von H
i

1st f
)

Beispiel 2.

o Funktionalgleichung von ¢: Sei a = 12. Dann gilt
D o(d) = e(1)+9(2)+0(3)+9(4)+9(6) +9(12) = 1+1+2+2+2+4 = 12
dla

1
e p(a) = aH(l — ];) Sei a = 12. Dann gilt p(12) =4 und

pla

1 1 1 12
aH(1—5):12-(1—5)-(1—5):12-55:*:4
pla

o Symmetriesatz: Die Summatorfunktion von ¢ ist i und die Summatorfunk-

tion von e f%t 7. Es qilt 1o 1o 1o 1o
%;w(d)T(d) = (1) () +0(2) 7(5) +9B) 7(5) + o) () +

@(6)~T(1—62)+¢(12)~7(%) =1-6+1-44+2-34+2-2+2-2+4-1=28
und Zi(d)e(%) = Z‘(U-e(?) +z‘(2)-e(L22) +¢(3)-e<§) +i(4)~e(%) +

d|12

12 12
i(6) e() +i(12) e(5) =1-142- 143 144-146-1412-1=28

o Mdbiussche Umkehrformel: Die Summatorfunktion von ¢ ist i. Es gilt
12 12 12 12

¢(12) = 4 und Zu(d)l(g) = p()i(5) + u@)i(5) + p@)i(5) +

d|12

,u(4)z'(%)+u(6)i(%)+u(12)i(%) = 1-124(=1)6+(—1)4+0-3+1-2+0-1 =

4 und 3" p()i(d) = p(R2)i00) + (i) + L Ni3) + p()il4) +
d|12

12 12
p(g)i(6)+u(ﬁ)i(l2)=O~1+1-2+O~4+0-3+1~2+O-1:4



2 Verallgemeinerung

In diesem Abschnitt soll die Mobiussche p-Funktion verallgemeinert werden.

Sei a = pi™ - ... ppr die Primzahlzerlegung von a.

Definition 2. Fir alle n € N sei p, : N* — Q definiert durch
. n
n(a) = —1)™me .
o) = T (1) (m)

Theorem 2. Fir allen € N gilt i, 1 ( Z,un
dla

Also ist pp,—1 die Summatorfunktion von pi,,.

Beweis. Wir werden zuerst die Gleichung fiir Potenzen von Primzahlen bewei-

m

sen.
fn n—1
n n = 1)* . = (=)™ = Mn— ™).
) Zu = () = (") = a6
pm, 1

Der letzte Schrltt wird durch Induktion bewiesen.

+ Ls

3

+

— (_1)m+1

0
(n n—1 n—1
=0: -1) =(-1)™ =1=(-1)° :
mo;)(i)()(m) ("))
m—+1 n
() |
=0
- (") e () ()]
m m+1
—1
-1 m+1 [T m+1
(7)) e ()
n—1
m+1
Es ist klar, dass p,, multiplikativ ist fiir jedes n € N.
Z pn(d) <o Z pin(d) = Z pin(dr) - ... pn(dr)
py dlpy" di|p"t . dr P
= > pn(dy o dy) =Y pin(d). O
dla

m—m+ 1:
(n
_1 1 m+1
) (z) +H= (m+1
n—1
= (—1)™
S
Also folgt un 1(@) = prn—1(P{"™) - -+ =1 (P}"")
di|pi" e dr | P

Theorem 3. p; = p, wobei p die Mdbius-Funktion ist. pg = o, wobei o(1) =1
und o(a) =0 fir a # 1.

3[Bron 01] Seite 13, Formel 1.38f




Beweis. 1 = u:
1
Wenn es ein d > 1 gibt mit d? | a, dann ist ein Binomialkoeffizient ( > in
Mp

T

pa(a) =[] (=1 (ni ) gleich 0. Dann gilt y;(a) = 0 = p(a).
p=1 ’

- 1
Wenn es kein d > 1 mit d® | a gibt, dann gilt pi(a) = H (l)mp( >

r

—ﬁ(U(D—H(D%lﬂ

Daraus folgt /ll(a)pz (=1)" = p(a).
Mo = 02 i o
Falls a = 1, dann gilt po(a) :H (=1)me (n(a) ) :H (=1)™e (773 ) =1=o(a).

p=1 p=1

Sonst gilt uo(a) H (—1)mp( 0 ) =0=o(a). O

m
p=1 L

Definition 3. Fiir eine zahlentheoretische Funktion f sei F,, die n-te Summator-
Funktion:

FO = f
Fui1(a) :=>_ Fu(d).
d|

Theorem 4 ( Verallgemeinerung der Mébiusschen Umkehrformel (Teil 1)).

F(@) = 37 (S Ea(d) = Y uald)Fu(3)
dla

dla

Beweis. Der Beweis wird durch Induktion {iber n mit Hilfe des Symmetriesatzes
gefiihrt:
n = 0:

Fiir n = 0 ist der Satz f(a) = Zo(%)f(d) - Zo(d)f(%).

Das ist offensichtlich.

n—n-+1:

Ly, ist die Summatorfunktion von pi,,+1 und Fj, 41 ist die Summatorfunktion von
F,.

Nach dem Symmetriesatz gilt Z/Iszrl(%)FnJrl(d) = ZFH(%)un(d)

dla dla
. . a a
Nach Induktionsvoraussetzung gilt Z Fn(g)ﬂn (d) = Z Fn(d)yn(a) = f(a).
dla dla
. A a a
Nach Symmetriesatz gilt wiederum dZFn(d)pn(d) = ;Fm_l(d)unﬂ(d) =
a a



f(a).

Daraus folgt Zun+1(d nt1(d Zun+1 Fr
dla

(5) = f(@. =

Mit der Umkehrformel kann man zu einer Funktion die Funktion berechnen, fiir
die sie die Summatorfunktion ist. Ist das Umgekehrte auch wahr? Ist es moglich,
die n-te Summatorfunktion zu einer Funktion f zu berechnen, ohne wiederholt
summieren zu miissen. Das ist tatséchlich der Fall.

Definition 4. Fir alle n € N sei 7, : N* — Q definiert durch

ﬁ (my + 1) HH(”%‘*‘U
1;[ = - p_ui(ln!)r

Theorem 5. Fir alle n € N* gilt 7, (a Z Tn—1(

Beweis. T, ist multiplikativ fiir alle n € N*. Also reicht es, 7, (p Z Trn—1(

zu beweisen.
n—1

. . H(i+j) Hm+3
D mia(d) = 3o p) = 3Ty = = @)

dlp™ i=0
Der letzte Schritt wird durch Induktion bewiesen.
m = 0:
n—1 n—1 n—1 n
o G+ Ili IEERIE
=1 =1 _ nj:l j=1
~ (n—1)! S n=1! T nl onl
m—m+ 1:
n—1 n—1 n—1

oG+ TIG+  TTm+1+5)
J=1 o Jj=1 j=1
; =1 & (-1 | (=1

i=0
n n—1
[Tm+5)  J[en+1+5)
_ =t : T ' (nach Induktionsvoraussetzung)
n n.
n n—1
(m+j)+n][m+1+7)
_ Jj=1 j=1
- n!
n—1 n—1
[[m+1+5)+n][0m+1+)
_ =0 =
- n!



- n—1
(m +1) H (m+1+4)+n][m+1+7)
j=1 j=1

n!

— n
(m+1+n)- H (m+1+37) Hm+1+j

- n! - n! ) =

Theorem 6. 75 = e, wobei e(a) =1 fiir alle n € N*.
71 = T, wobei T die Anzahl der Teiler ist. 1y ist die Summatorfunktion von pyg.

Beweis. 7'0 =e:
0 T

H mp—l—z Hl
no(a) = = =L =1 fiir alle a € N¥,

o

Tl(a):Z 2177 ) fiir alle a € N*.
dla dla
Tp ist die Summatorfunktion von o fo = e und 179 = e.
Und Z wo(d)) = Z( (d)) =1=-e(a) = 19(a) fir alle a € N*. O
dla

Damit ist die Kette vollstandig: Die Funktionen ...ty by —1 - - - 1407071 - - - To-1Tn - - -

bilden eine unendliche Kette. In dieser Kette ist jede Funktion die Summator-
funktion des Vorgéngers. Weiter gilt p1 = p, 1o =0, 190 =€, 71 = T.

Theorem 7 (Verallgemeinerung der Mébiusschen Umkehrformel (Teil 2)). Fir
alle n € N* gilt

a) = Y Tua(@(3) = Y ruea(5)f(d)
dla dla

Beweis. Durch Induktion:

n=1:

S n@f(5) = f(5) = F(a) = Fi(a)

d|a dla

und Y- 0(5)f(d) = Y- f(d) = Fla) = Fi(a) .

n— :’lbla—F 1: e a a

Nach dem Symmetriesatz gilt ZTn(d)f(g) = ZTn—l(a)Fl(d)

dla
Nach Induktionsvoraussetzung ist Z Tn_l(%)F 1(d) die n-te Summatorfunktion
dla
von Fj. Also ist Z Tn(d)f(%) die n + 1-te Summatorfunktion von f.
dla



Also gilt F,,11(a Z Tn(d

Analog wird F,+1(a Z Tn(= . bewiesen.

Man kann 7, auf andere Weise charakterisieren:
Theorem 8. [Kiirzere Formel fir 7,]
. - my +n
mla) = H ( Mp )
Proof.

s n

Moo . . .
p=1i=1 (m, +n) (m, +n) I | Mp TN
Tn(a) = T )y ol I:I II mnl < )

O

Beispiel 3.
Die Summatorfunktion von ¢ ist i und die von i ist o.
Es gilt 0(12) = 1+2+3 —|— 4 + 6 + 12 = 28. Nach der 1. Umkehrformel muss

gelten: o(12) Zn

dla
S (e

d|a
= 1(De(12) +71(2)¢(6) + 11(3)p(4) + 11(4)p(3) + 11(6)(2) + 11 (12)(1)
=1-4+2-24+2-24+3-2+4-146-1=28

Beispiel 4.
Die Summatorfunktion von ¢ ist i und die von i ist o.

12
FEs gilt (12) = 4. Nach der 2. Umkehrformel muss gelten: ¢(12) = Z pa(d)o(—

S a(dyo (=

dla

= p2(1)o(1 )+u2(22)0(6)+u2(3)054)+u2(4)0(3);u2(6)0(2)+u22(12)0(1)
=1.0(12)+(-1)! (1 0(6)+(1)1<1>0(4)+(1)2<2)0(3)+(1)1(1>(1)1(1>0(2)+

12 () 02 (3o



=1-0(12) — 20(6) — 20(4) + 60(3) + 40(2) — 20(1)
=28—2-12-2-7+4+4-3-2-1
=28—-24—-14+4+12-2=4

10



3 o

Die Ergebnisse aus dem vorigen Abschnitt kénnen noch weiter verallgemeinert
werden. Es sollen im Folgenden zu beliebigen multiplikativen Funktionen ite-
rierte Summatorfunktionen bzw. die Inversen berechnet werden. Insbesondere
kann das auf ¢ angewendet werden.

Definition 5 (Inverse der Summatorfunktion).
Definiere zu multiplikativem f: N* — Q und zu n € N f,, durch

und

Dabei sei (n) =0 flir n < 7.
1

Theorem 9. f ist die n-te Summatorfunktion von f,.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion.
n=0:
Es reicht wieder, den Beweis nur fiir Potenzen von Primzahlen zu fiihren.

o) =30 (1) 167 = 0P () 7670 = 116,

i=0
n—n+1:
) i (41 . )
Esist fror1(p™) = Z(l)z( . )f(pm ") zu beweisen.
i
i=0
Nach Induktionsvoraussetzung gilt, dass f die n-te Summatorfunktion von
m . In .
- my _ —1) m—i) jot
) = 30 () 0

Falls m < n folgt
Jn1(p™) = fu(p™) — fn(pm_l)



_ (—1)0(3

~ ("

—Z

+1

Fa. 11 n < m folgt
fn + ( ") = fn(pm) — falp™!

12

0 )f(pm) + i(—l)i (nj 1)]‘(1)’"‘1)

(n - 1) Fe™.



Definition 6 (Summatorfunktion).
Definiere zu multiplikativem f: N* — Q und zu n € N s, durch

™) =Y (” Fmels i)f(pi)
=0
und

T
sn(pl™ . p) =[] sn@™)
=1

Theorem 10. s, ist die n-te Summatorfunktion von f.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber n.
n=1:

a6 = (") =300

n—n+ 1l:O =
8n+(1)(pm) =s5n(P”) 4+ ... +5u(P™)
n+0—1-14\,,
=2ﬂ3< 01 )f@)
1
+§:<n+i:i_%>f(?+
1=0
+§:c+?_5_3ﬂﬂ
1=0
= ("I )0
j=0
nt+j-1-1\,
+§:( L )f()+
j=1

Der letzte Schritt soll durch Induktion iiber m bewiesen werden:

§5<n+j—1—k>_(n+l+m—l—k>
= n—1 n
Induktionsanfang (m = k):

M i 1—k ntk—1-k n—1
5 - - ~ 1 und
n—1 n—1 n—1

j=k

For ()

Induktionsschluss (m — m + 1):

13



L mtj—1-k\ (n+j-1-k ntm+1—1—k%
Zk( n—1 );( n—1 >+< n—1 )
n+l+m—-1—k n+m+1—-1—k
( ()
_<(n+1)+(m+1)—1—k)

n

Beispiel 5.
Wie schon erwdhnt, ist o die 2. Summatorfunktion V0N P.

Es gilt (1 )Z<2+2 1- )w(Qi)'Z<2+111i)<P(3i)

(2+2 1-— O) 1<2+211 1) <2+211—2)¢(4)>
1-—

1-1-0 241-1-1
©(3)

i (1) (o (o)

_|_

N\
o N

1

Q:II [ R |

1
(D)ot (1) (i)@
Bp(1) +2¢(2) + 1p(4 ( )+ (3))
(3-1+2-14+1- 2)( 1-2)=7-4=28
nd es gilt o(12) = 28.

14



4 Folgerungen

Aus den Sétzen ergeben sich weitere Resultate:

f () = o ()

(2

Folgerung 1.

Beweis. Nach Satz 2 gilt p,,—1(a) = Zun(a) fiir alle n € N*.
d|

Daraus folgt (—1)™ (”7; 1) = 2 (—1)f (Z’) O

(2

Folgerung 2. E <Z + n + ) = (m + n) .
i m

=0

Damit folgt p,—1(p™) = ZMn(P‘)
1=0

Beweis. Nach Satz 5 gilt fir alle n € N* 7,,(a) = ZTn,l(d).
dla

Weiter gilt nach Satz 8 fiir alle a € N* 7,,(a) = H <mp + ”)
p=1
Daraus fOlgt Tn (pm) = <m + n) . Einsetzen erglbt T (pm) _ (m + ’I'L) _

m m
an_l(pi)z(”j‘l). o
1=0 1=0
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